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Eloszo

Egyszerre beszélek (tudom, tudom: csupén
,,beszélek”) a természetet legy6zni akaré
de legalabbis mindenestiil megismerni szin-
dékoz6 természettudomdnyokrdl, a mate-
matika elvi korldtaira rdmutaté Godelrél,
a totalis haborirdl és Heisenberg bizonyta-
lanségi reldcidjarél, Auschwitzrél, a lyukrél
a torténelemben, mely a torténelem sziik-
ségképpeni része, és a fénysebességrél, mely-
r6l kideriilt, kideritettiik, nem érhetjik el
soha.

Szegény Puskés.

(Esterhdzy Péter: Puskds, Godel, passz.)

E jegyzet célja az ELTE matematika tandrszakosainak segitséget adni ,,A
matematika alapjai” cimi targy logika részének tanuldsdhoz. Ennek megfeleléen
bevezetést ad a matematikai logika gondolatvildgaba, megvilagitja, hogyan lehet
matematikai mddszerekkel a matematikai bizonyitas, tétel és mds fogalmakat
vizsgalni. Kimondjuk és néhany esetben bizonyitjuk a legjelentésebb eredmé-
nyeket, koztiik (nagyon vézlatosan) Godel nem-teljességi tételét.

Az olvas6tdl feltessziik a matematikai bizonyitdsokban vald jartassigot, és
ezenfeliil a matematika kiilonb6z6 dgainak ismeretét, mivel az axiomatikus mdéd-
szer példaiként szerepeltetjiik az algebra 4gait, a szdmelméletet, a halmazelmé-
letet, stb.

A jegyzet az ,,Alapitviny a Magyar Fels6oktatasért és Kutatasért” alapitvany
tamogatasaval késziilt.



1 Bevezetés

Hilbert a kovetkezOképpen fogalmazta meg a matematika axiomatizalasanak
programjat: a matematika egy adott agat Ugy axiomatizaljuk, hogy a kapott
rendszer legyen kategdrikus (azaz csak egy modellje legyen), ellentmonddstalan
(ne lehessen belble ellentmonddst levezetni), és teljes (minden, az adott rend-
szeren beliil megfogalmazhat6 kérdés eldonthetd legyen).

E jegyzet egyik célja annak bemutatdsa, hogyan lehet a matematika kii-
16nb6z6 dgai axiomatizdldsdnak keretét (az elsérend{i nyelveket) megadni, a
mésik pedig a fenti program kitiizéseinek eredményérél beszdmolni. Az utébbi
beszamolé nagyobbrészt negativ: a Lowenheim-Skolem-Tarski tétel szerint, ha
egy axiomarendszernek van modellje, akkor van akirmilyen nagy szdmossagu
modellje is (néhany nyilvanvalé esettdl eltekintve). A Godel-féle nemteljességi
tétel szerint, ha a szdmelméletet vagy a halmazelméletet (egy jélmeghatdrozott
értelemben) ,,ésszerlien” axiomatizdljuk, akkor mindig adédnak eldonthetetlen
problémak.

2 Kijelentéslogika, igazsagfiiggvények

El6szor azt vizsgaljuk, hogyan épiilnek fel egyszeri matematikai allitdsokbdl
bonyolultabbak a logikai &sszekotOjelek segitségével. Mivel itt nem érdekes,
hogy melyek ezek az egyszeri allitdsok, csak azok igaz vagy hamis volta déntd,
ugy tekintjiik, hogy azok az ,,igaz” vagy ,hamis” (jelben i, h) értéket felvevd
dgynevezett igazsdgudltozok (szokésos elnevezés még: Boole-vdltozdk).

Ha f az {i,h} halmazon értelmezett, akarhdnyvaltozos fiiggvény, ami ugyan-
ebbe a halmazba képez, akkor f-et igazsdgfiggvénynek nevezziik. Az igazsig-
fliggvényeket az ugynevezett igazsdgtdblizatokkal adjuk meg: egy n-valtozods
igazsagfiiggvény igazsigtablazata n + 1 oszlopbdl és 2™ sorbdl all. Az elsd
n oszlopban minden lehetséges mdédon sorravessziik az n valtozd Osszes kom-
binéciéjat és az utolsé oszlopban megadjuk a fliggvény értékét. Példaul, az A
(,,68”) fiiggvény megaddsa:

=R E=a A
=B B = >

A=A eSS

Hasonléan adhaté meg a V (,,vagy”) és a — (,,ha, akkor”) fiiggvény:
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Tovébbi példdk az + (ekvivalencia), & (mod 2 osszeadds, antivalencia), |
(Sheffer miivelet).
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Az igazsigtablazatok segitségével az igazsagfiiggvények kozotti azonossigo-
kat, példdul A — B = (—A) V B-t, egyszerlien ellendrizhetjiik, mivel csak véges
sok eset van.

Lassuk a miiveleti azonossiagokat!

ANB = BAA

AVB = BVA (kommutativités)
ANA = A
AvA = A

(AAB)AC = AAN(BACQ)

(AvVB)VC = AV (BVC(C) (asszociativitds)

(AVB)AA = A
(ANAB)VA = A (elnyelés)
AN(BVC) = (AAB)V(AANC)

AV(BAC) = (AVB)A(AVCC) (disztributivits)

Tlyenek még a jélismert de Morgan azonossigok.

-(AANB) = -AV-B
ﬁ(A \Y B) = —-AA-B
Vagy éaltalanosabban:
(A1 A ANA) = A V- VoA,
(41 V---VA,) = —-AA---A-A,



A tagadéssal kapcsolatos azonossagok még:

AAN-A = i
AV—-A = h
Az f(Ay,...,A,) igazsigfiiggvény teljes diszjunktiv normdlformdjdnak ne-

vezziik azt a felirdsat, amelyben bizonyos tagokat V-gyal kotiink 6ssze a tagokon
beliil csak logikai ,,és” szerepelhet, és minden tagban minden valtozé pontosan
egyszer szerepel: vagy eredeti formdjaban, vagy negélva.
Példaul:
A— B=(-AAB)V(-AA-B)V (AAB)

Vagy:

f(A1,Ag, A3) = (AL AN Ax A —A3) V (AL AN A AN Ag) V (A1 A=Ay A —A3)

Tétel. Minden nem azonosan hamis igazsdgfiiggvénynek van teljes diszjunktiv
normalformdja.

Bizonyitds. A bizonyités kiindulépontja az az észrevétel, hogy az A1 A---A A,
kifejezés a véltozok egyetlen értékeloszlisa mellett igaz: ha A; =--- = A, =1i.
Ha egy olyan kifejezést vesziink, amiben az el6z6h6z hasonléan minden valtozé
pontosan egyszer szerepel és A-ekkel vannak OsszekGtve, akkor ugyanez igaz,
csak ezittal az egyetlen i-t ad6 értékeloszlas az, amelyben a —-t kapé értékek h
igazsdgértéket adnak (és csak azok).

Ezzel rogton kapjuk a tételt arra az esetre, amikor a szdban forgd igazsag-
fliggvény pontosan egyszer veszi fel az i értéket: az igazsdgtablazatbdl vessziik
a megfeleld sort, és annak alapjan elkészitjiik az (egytagi) teljes diszjunktiv
normalformat.

|1|1|h | h | i | h |=>(A1/\A2/\_|A3/\_|A4/\A5/\_|A6)

Ha a fiiggvény tobbszor veszi fel az i értéket, akkor az igazsigtablazat minden
ilyen sordhoz elkészitjiik a fenti médon a megfeleld kifejezést és ezeket V-gyal
kotjiik Gssze. Ez éppen a megfelel6 eljards, mert igy olyan képletet kapunk,
amely az el6irt helyek mindegyikén az i, a t&bbi helyen a h értéket veszi fel.

Péld4ul:



A1 A2 A3 f(Al, Az, A3) t.d.n.f.

i i i h

i i h h

i h i 1 (A1 A=Ay A A3)V
i h h 1 (A1 A _|A2 A _|A3)V
h i i h

h i h 1 (_|A1 A A2 A _|A3)
h h i h

h | h|h h

O

Erdemes észrevenni, hogy az azonosan h fiiggvénynek nem is lehet teljes
diszjunkt{v normdlforméja, a fenti eljarassal nem kapunk semmit. Pontosabban
sehdny tagot kapunk, és formadlisan tekinthetjik a tagok nélkiili kifejezést a
megfeleld felirdsnak (hasonléan ahhoz, hogy az tlires Gsszeget O-nak definidljuk).

Analég médon definidlhatjuk a teljes konjunktiv normalforma fogalmat, ami-
kor a tagokon beliil V-okkal kotjiik 6ssze a valtozdkat, a tagokat viszont A-k kotik
Ossze. Itt az azonosan igaz igazsagfiiggvény az, aminek nincs normalformaéja.

Feladat. frjuk fel AV B-t az implikéci6 és a tagadds segitségével !

3 Teljes rendszerek

Igazsigfiiggvények egy halmazat teljes rendszernek nevezziik, ha elemeibél kom-
poziciéval minden igazsigfiiggvény el6all.

A teljes diszjunktiv normélforma létezésének kovetkezménye, hogy {A,V, -}
teljes. A de Morgan azonossig segitségével a V minden eléforduldsat kikiiszo-
bélhetjitk: oV 8 = —=(-a A —f), ezért {A,—} is teljes rendszer. Hasonléképpen
adédik, hogy {V, =} teljes rendszer. {A, V} viszont nem teljes rendszer. Példaul,
— olyan igazsigfiiggvény, amely nem komporzicidja ezeknek. Ezt gy lehet
belatni, hogy megadunk egy olyan tulajdonsagot, amely teljesiil A-re és V-ra,
oroklédik a kompoziciéra és a — nem rendelkezik vele. Ilyen tulajdonsag példaul
az, hogy i-t i-be viszi. Tehat tulajdonképpen azt csindltuk, hogy definidltuk
igazsagfliggvények K; osztdlyat, azokét, amelyek i-t i-be viszik, és belattuk,
hogy az osztaly kompoziciéra zart, de nem tartalmaz minden igazsagfiiggvényt.

Osszesen 6t ilyen specidlis részosztalyt definidlunk:

Ki = {ff(l, ,i)Zi}
Kh {f:f(h,. ,h)=h}
Uu {f:f(=AL,...,mAy) =~f(A1,...,An)}  (6ndudlis fiiggvények)
L {f:flm1,...,zn) =coD 121D+ Depzn) (linedris fiiggvények)
M = {f: f monoton}



ahol az utolsé két esetben elvégezziik a h = 0, i = 1 azonositast és & a modulo
2 Osszeadds. A szorzést is mod 2 értelmezziik, de észrevehetd, hogy ez azonos
az A-sel.

Konnyen meggondolhatd, hogy ezek az osztalyok valéban zartak a kom-
poziciéra, tovdbbd = ¢ Ki, = ¢ Kn, A ¢ U, AN ¢ L és = ¢ M. A kivetkezd,
némileg meglep6 tétel azt mondja ki, hogy ezek a maximalis fenti tipusd oszta-
lyok.

Post-Jablonszkij-tétel. Igazsagfiiggvényeknek egy F rendszere teljes és csak
akkor teljes, ha nem részrendszere K;, Ky, U, L, M kéziil egyiknek sem. O

A tétel egyik irdnya kénnyen adédik abbdl, hogy e rendszerek mind zartak a
kompoziciéra és valédi részrendszerei az Osszes igazsagfiiggvények halmazinak.
A mésik irdny jéval nehezebb és nem is bizonyitjuk.

Kovetkezmény. Ha az F rendszer teljes, akkor van legfeljebb Gtelemii teljes
részrendszere.

Bizonyitas. Mivel F teljes, a Post-Jablonszkij-tétel kdnnyi irdnyat hasznélva
ki tudjuk vélasztani az

heF-Ky,foeF—-KnfseF-UfseF-L fseF-M

elemeket. De ekkor a Post-Jablonszkij-tétel masik irdnyat alkalmazva adédik,
hogy az F' = {f1, f2, f3, f1, f5} C F rendszer nem teljes. O

Megjegyezziik, hogy az utébbi kovetkezmény allitdsa valdjaban 4-gyel is
teljesiil. A bizonyitds azonban méasképp halad; nem a Post-Jablonszkij-tételt
hasznélja.

Feladat. 1. Léssuk be, hogy {—, —} teljes rendszer !
2. Lassuk be, hogy {|} teljes rendszer !

4 Kovetkeztetések

Ha a, 8, v (Gsszetett) allitasok, akkor vannak bizonyos kézenfekvé kovetkezte-
tések az ezekbdl felépitett allitasok kozott.

Példaul, ha van két allitasunk, az egyik szerkezete o — 3 a masiké g — v
alakud, akkor szabad az a — ~ éllitasra kovetkeztetniink. Ezt régebben igy
jelolték:

a— B,y
a =y
mai jelolése (feltehet6leg nyomdatechnikai okokbdl) ez:

a—= B,y Ea—1.



Tehét a = jel baloldaldn a feltevéseket (premisszdkat), jobboldaldn a kdvetkez-
ményt (konkldzid) adjuk meg.

Kovetkeztetési szabalyok:

—_

a, a = B = B (modus ponens, MP, levigis),
—a = 8, 8 E a (indirekt),
a — B = = — —a (kontrapozicid),

a— B, 8 = v E a— v (hipotetikus szillogizmus),

orole W

—a = 3, a = = | a (reductio ad absurdum).
Logikai axiémdk:

l.a=>(B—a

2. (@a=B-=7) —((a=8) = (a=7)

3. (8 = —a) — ((=8 = a) = B)

A logikai axémakat az a, (3, v igazsigfiiggvények minden vélasztisival felirjuk,
tehat valgjadban harom végtelen csoportrdl van szd.

Ha T kijelentések halmaza, 1 kijelentés, akkor v levezethetd T'-bdl, jelben
T F 4, ha van olyan ¢1,pa,...,p, = ¥ sorozat (a levezetés), hogy minden ¢;
kijelentés, mégpedig: vagy I'-beli, vagy logikai axiéma, vagy két korabbi ¢;-bol
a levigds segitségével keletkezett. Ha T' = ), azaz valamit kizardlag a logikai
axiémék segitségével vezetiink le, akkor () - 1 helyett F -t {runk.

Tehat ahelyett, hogy a fenti kovetkeztetési szabdlyok mindegyikét megen-
gednénk, csak a levagast engedjiik meg, cserébe bevezetjiik a logikai axiémak
csoportjait. Hogy ez elég, az 6t6dik kovetkeztetési szabalynal nyilvanvalé (csak a
harmadik logikai axiémat kell haszndlni). Beldtjuk ezt a masodik kévetkeztetési
szabdlyra is.

1. Allitds. ~a = =8,8F a.

Bizonyitas. Az aldbbiakban megadjuk a levezetést.
1. B (feltevés)
2. B = (ma — B) (1. logikai axiéma)
3. ma — B (levdgdssal 1,2-bol)
4. ~a — 8 (feltevés)
5. (ma—= =) = ((ma = B) = a) (L. log. ax.)
6. (ma — B) = a (MP 4,5-bdl)
7. a (MP 4,6-bél)



2. Allitas. ¢ — ¢ minden p-re.
Bizonyitas. Megadjuk a levezetést.
L ¢ — ((¢ = ¢) = ¢) (1. logikai axiéma)
2. (p=((p=9) =) = (= (p=9) — (p=9) (2. 1og. ax)
3. (p = (g =) — (p = @) (levagis)
4. o = (¢ = ) (1. logikai axiéma)
5. ¢ = ¢ (levagas)

3. Allitas. HaT + ¢, akkor I' F ¢ minden 1)-re.
Bizonyitds. Elég persze {p, ~¢} F 1-t igazolni. Megadjuk a levezetést.
1. = (mert eleme I-nak)
2. = = (=1 — ) (1. logikai axiéma)
. =) = = (modus ponens 1,2-bél)
. ¢ (mert eleme I'-nak)

.= (7 = ¢) (1. logikai axiéma)

- (Y = ) — (¢ = 9) = ) (3. logikai axiéma)
- (¢ = ¢) = ¥) (levagés 3,5-bél)

3
4
5
6. -t = ¢ (modus ponens 4,5-bél)
7
8
9. ¢ (levagés 6,8-bdl)

O

Az Allitss meglepd, latszdélag paradoxongyanis dolgot allit: ha egy rend-
szerben van egyetlen egy ellentmondds, akkor mindent (és igy minden ellen-
tettjét is) be lehet bizonyitani, tehdt egy ponton valé megkettézés (¢ és —p)
mindeniitt valé megkettézésre vezet. De itt nincs semmi, ami ellentmondana
szokdsos matematikai okoskoddsainknak: ha I'-bdl ¢-t is, —p-t is le tudndnk
vezetni, akkor 9 levezetéséhez indirekt mddon jarunk el; feltessziik —)-t, esete-
ket kiilonboztetiink meg. Ha (elsé eset) ¢ igaz, akkor levezetjiikk —-t, kész az
ellentmondés, az els6 esetben készen vagyunk. A mésodik esetben, ha —¢ igaz,
ugyanigy vezetjiik ellentmondésra a feltevéseket.

4. Allitas. ——p + .

Bizonyitas. Megadjuk a levezetést.



1. == (mert eleme I'-nak)
LT = (—|<p — —|—|<p) (1. logikai axi(')ma)
. = = = (modus ponens 1,2-bdl)

- (me = ) — ((mp = —p) = @) (3. logikai axiéma)

2
3
4
5. (= = =) = ¢ (modus ponens 3,4-bol)
6. —¢ — —p (ennek levezetését lattuk)
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. ¢ (modus ponens 5,6-bdl)

A dedukcié tétel. (Herbrand, 1930) HaT'U {p} F ¢, akkor T' F ¢ — 4.

Bizonyitds. Legyen ¢i,...,¢0, = 1 levezetés I' U {p}-b8l. 1 < i < n-re
indukciéval bebizonyitjuk, hogy I' - ¢ — ;. Ez © = n-re éppen a bizonyitandé
allitast adja. Négy eset lehetséges, aszerint, hogy ¢; hogyan keletkezik.

Ha ¢; € T, akkor, mivel ¢; — (p — ;) logikai axiéma, ¢ — ¢;-t le
tudjuk vezetni I'-bél. Hasonld az okoskodas, ha ; logikai axiéma. Ha ¢; = ¢,
F ¢ — -t mar lattuk.

Tegyiik fel végiil, hogy ¢; modus ponensszel keletkezik két korabbi kije-
lentésbdl, ¢;-bdl és @p-bol. Tehat j, k < i és (mondjuk) ¢r = ¢; = @;.
Indukcids feltevésiink szerint mar tudjuk, hogy I' - ¢ — ¢j,¢0 = (p; = ¢i).
Mivel a 2. logikai axiéma egyik esete

(0= (05 = wi) — ((p = v5) = (¢ = 1))
levagasokkal ¢ — ¢;-t le tudjuk vezetni. O

Jegyezziik meg, hogy a dedukcid tétel megforditdsa nyilvanvald.

Bar a dedukcié tétel mesterkéltnek tiinhet, igen hasznos alkalmazédsai van-
nak.

Allitas. a > 8,8 > v F a — .

Bizonyitds. A levigdsi szabaly alkalmazédsival {a,a — 3,3 — v} F . Innen
a dedukcio tétellel adodik az allitas. O

Allitas. ¢+ ——g.

Bizonyitas. Az el6z6ekben ldttuk ——-¢ F —p-t. A dedukcidé tétel miatt ebbél
F === — - kovetkezik. A 3. logikai axiéma egyik esete

(—\—|—|(’0 — —|80) — ((—\—|—|(70 — (70) — —|—|(p) .

Ennek az el6tagjit levezettik, s mivel ¢ — (m——¢ — @) az 1. logikai axidma egyik
esete, végsd soron p-bdl =—p-t le tudjuk vezetni. O



5 Elsorendii nyelvek

Az els6rendii nyelvek fogalmédnak nagy djitdsa a kijelentéslogika folott a kvan-
torok bevezetése. A V, ,minden” és a 3, ,létezik” jelek segitségével mar ilyen
allitasokat is felirhatunk:

VaVylzy = ya]

azaz a csoportkommutativitdst. A kvantorok tehat nem allhatnak magukban,
mindig valtozénak kell kovetnie, a kiolvasas pedig Vx esetén ,,x minden értékére
(igaz, hogy ...)”, Jz esetén ,,van z-nek olyan értéke (amire igaz, hogy ...)”.
Tehat az, hogy a csoportban van egységelem, igy fogalmazhatd meg:

JzVylzy = yz =y).

A kiilénbozé kvantorok sorrendje nem cserélhetd fel: az el6zé képlettdl 1ényegesen
kiilénb6z6t mond ki Vy3z[zy = yx = y]. Az azonos kvantorok viszont felcserél-
heték: VaVylry = yz] és VyVz[zy = yz] egyardnt a csoport kommutativitdsis
mondja ki.

Definicié. Elsérendi nyelimek neveziink egy L halmazt, ha a kdvetkezo részek-
bdl all:

o Viltozdjelek egy végtelen halmaza: vy, v, .. ..
o Konstansjelek véges vagy megszamlalhatéan végtelen halmaza: cg,cq, .. ..

e Fiiggvényjelek véges vagy megszamlalhatéan végtelen halmaza: fo, fi,.. ..

Relécigjelek véges vagy megszamlalhatéan végtelen halmaza: Ry, Ry, .. ..

Logikai jelek: =, A,V,—

Kvantorok: 3,V

Segédjelek:(,),, (tehdt a zardjelek és a vessz0).

Feltessziik, hogy minden fliggvényjelhez és minden relacidjelhez hozza van
rendelve egy pozitiv egész szam, a valtozdinak szama. Kikotjiik, hogy van leg-
alabb egy reldcidjel és az elsé reldcidjel, Ry, mindenképpen kétvaltozds. (Ennek
az az oka, hogy ez fogja az egyenléség szerepét jatszani, ez teszi lehetévé, hogy a
formuldkban egyenl6ségjeleket {rjunk.) Mivel a logikai jelek a mér latott médon
redukélhaték példaul a —-ra és a V-ra, vagy a —-ra és az —-ra, tulajdonképpen
felirhattuk volna dgy is a definiciét, hogy csak ez a kett6 (vagy az a kettd)
szerepel, és valéban ilyen a legtobb szakkonyvben szerepl6 definicid.

Annak, hogy rogton végtelen sok valtozdjelet vezetiink be (és ezzel, megle-
hetésen kényelmetleniil, a nyelv végtelenné valik), az az oka, hogy nem tudhatjuk
elére, hany valtozora lesz sziikség egy bizonyitas leirdsahoz. Mivel a nyelv
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menetkozbeni kiegészitésére nincs méd, be kell vezetniink végtelen sok valtozé-
jelet. A tovdbbiakban, az elvileg helyes, de meglehetdsen kényelmetlen vg, vy, . . .
jelek helyett a szokdsos x, y, stb. hasznéljuk.

A kvantorok haszndlata: ha ¢(z) egy z-re vonatkozé allitds, dxp(x) je-
lentése: ,létezik z, amelyre ¢(x)”, Vrp(x) jelentése: ,minden z-re ¢(x)”.
A logikai jelekhez hasonléan, az egyik kvantort visszavezethetjiik a mésikra:
Vxp(z) egyenértékil azzal, hogy —3z—p(x), ennek megfeleléen, a formalis defi-
nicidkba csak az egyik kvantort veszik be.

Egy hasonlé képlet lehet6vé teszi, hogy hasznaljuk a megszokott 3! jelet:

Aelp(z) <= Jrp(z) A VoYY [(0(2) Ap(w)) = (2 = ).

A fiiggvényszimbdlumok valdjdban a miiveleti jelek, minddssze szokasbdl
hivjuk fiiggvényjeleknek.

Megemlitem, hogy a bevezetett szabalyoktdl sokszor eltériink: az egyenldség
relaciét a szabdlyos =(z,y) helyett £ = y-nal, az Gsszeaddst, szorzast szintén
szabélytalanul z + y, zy-nal jeloljik. (A helyes jelolés +(z,y), -(z,y) lenne.)

Definicié. Kifejezésnek neveziik az aldbbiakat:
1. Minden viéltozdjel kifejezés.
2. Minden konstansjel kifejezés.

3. Haty,...,t, kifejezés, f; pedig n-valtozds fiiggvényjel, akkor f;(t1,...,t,)
is kifejezés.

4. M3s kifejezés nincs, csak amit a fenti eljarasok tetszoleges sok alkalmaza-
sdval megkaphatunk.

Hasonléképpen rekurziv a formuldk definicidja.

Definicidé. Formuldknak nevezik az aldbbiakat:

1. (Primformuldk.) Ha ti,...,t, kifejezés, R; pedig n-véltozds relacidjel,
akkor R;(t1,...,t,) formula.

2. Ha ¢ és ¢ formula, akkor ¢ V 9 is az.
Ha ¢ formula, akkor -y is az.

Ha ¢ formula, v; valtozdjel, akkor Jv;yp is formula.

A S

Ma4s formula nincs, csak amit a fenti eljarasok tetszéleges sok alkalmaza-
saval megkaphatunk.
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Példdk: 1. Csoportelmélet. A csoportelmélet nyelve egyetlen miiveleti jelb6l
all (a kotelezden megadott jeleken kiviil) a szorzas - jelébdl. Az egységelem
1étezése a kovetkezGképpen irhaté fel:

JaVy(zy = yz =y).

Gondot okoz az inverz létezésének megfogalmazésa, ugyanis azt altaldban ugy
csindljuk, hogy ,.jeloljiik az egységelemet 1-gyel, és ekkor ...” stb. Ezt azonban
nem tehetjiik, nem lehet a nyelvbe 14j jeleket bevezetni. Ehelyett ,,beirjuk” 1

<22

Jz[(Vy(zy = yz = y)) A (VyIz(yz = 2y = 2))].

Megjegyzem, kicsit csaltam, a csoportelmélet elsérendii nyelve altaldban az 1
konstansjelét, az inverz egyvaltozds, és a szorzas kétvaltozds miiveletét tartal-
mazza. Szabdlyosan ry = yx = y-t sem irhatunk, a helyes (zy = yx) A (yx = y)
lett volna.

2. Gyiirtielmélet. A gylrtelmélet nyelve egy konstansjelbél: 0, és két kétval-

tozos fiiggvényjelbdl: +, - all. Itt azt érdemes megjegyezni, hogy a kifejezések
tulajdonképpen a (t6bbvaltozds) polinomok.

3. Rendezett halmazok elmélete. Ez egyetlen kétvaltozds reldciéjelbol all
(a kotelezét leszamitva) a rendezés < jelébél. Az axiémdk a szokdsosak:
Vz-(z < z);
VaVyVz((z <y Ay < 2) = (z < 2));
Vavy((z <y) V(z=y)V (y < 2)).
Az ezeknek az axidmaknak megfelel$ struktirdk éppen a rendezett halmazok.

4. Halmazelmélet. A halmazelmélet nyelve egyetlen kétviltozds reldcidjelbdl
all: az ,elemének lenni” € jelébdl. A fentihez hasonlé médon oldhaté meg a
szokdsos jelolések kikiiszobolése: ) € x helyett azt irjuk, hogy

Jy(Vz(z ¢ y) Ay € 3);
ahelyett, hogy = P(y) (x az y hatvanyhalmaza) azt irjuk, hogy
Vz[z € z +— (Vu(u € 2 > u €y))];

ahelyett, hogy {P(z), P(y)} € z, azt irjuk, hogy

[\ /

EIquEIw([V:E((w ew) & (z=uVz=0)]A(u=P@)A(v=Ply)A(we z))

UJZE,U}

itt persze be kell irni a fenti részformuldkat v = P(z)-re és v = P(y)-ra.
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6 A Peano-axiomak

Ebben a részben bemutatjuk a szdmelmélet axiomatizaldsdhoz hasznalt Peano-
féle nyelvet. Ez (a kotelez6, minden nyelvben kozos jeleken kiviil) egy 0 kons-
tansjelbdl 4ll, ezenkiviil harom miveleti jel van benne: a rdkévetkezés egyvalto-
z6s S, az Osszeadds kétvaltozos + és a szorzés kétvaltozos - jele. (A rékovetkezést
S(x) helyett szokdsos még x'-vel is jelolni.)

N1 Vz(S(z) #0)

N2 Vavy([S(z) = S(y)] = [z = y])

N2,5 Va([z # 0] » Fy(S(y) = 7))

N3, [0l AVy[p:ly] = 9u[S(y)] — Yap(z)
N4 Vz(z+0=1z)

N5 VaVy(z + S(y) = S(z +))

N6  Va(z0 = 0)

N7 Vavy(zS(y) = zy + x)

A tovabbiakban az S(0) kifejezést I-sal, S(S(0))-t 2-sal, stb jeloljiik. Hang-
sdilyozom, hogy ezek ,,nemlétez6” jelek, mivel a nyelv megadasakor lerogzitettiik,
milyen jelek szerepelhetnek, azokhoz mar nem tehetiink djabbakat. Ezek hazi
hasznalatu roviditések, valahogy gy, ahogy a Vz jeleket is hasznaljuk egy hosz-
szabb jelsorozat roviditésére.

Miel6tt pontosan megadndnk a levezetés elsdrendli nyelvekre vonatkozé de-
finiciéjat, megadunk néhdny Peano-axiémarendszerbeli ,,levezetést”.

1. Allitds. 2+2=14.

Bizonyitds. N4-et és N5-6t alkalmazva kapjuk, hogy 2 +0 = 2,2+ 1 = 3,

2+2=4. O
Az N3 axidéma valdjaban axiémak végtelen serege. Minden ¢ formuldra

felirtuk a teljes indukcié axiémajit: ha ¢ igaz nulldra, abbdl, hogy y-ra igaz,

kovetkezik, hogy S(y)-rais, akkor ¢ minden y-raigaz. Itt v [0], vz [y], =[S (y)]

azt jelenti, hogy a ¢ formuldban az x véltozé helyébe rendre a 0, y, S(y) kife-

jezéseket helyettesitettiik. Azért kellett minden formuldra kifrni az axiémét,
mert nem tudunk V kvantort alkalmazni a formuldkra.

A N2,5 axiéma neve azért ilyen kiilonos, mert levezethet6 a tobbi axiémabdl,
de a teljes indukci6 segitségével (ezért valdjaban elhagyhatd). Ha ugyanis o(z)-
nek a
(z=0)VIy(z =S(y))
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formuldt vessziik, akkor igaz ¢(0) (az elsé tag) és minden z-re ¢(S(z)) (a
mésodik tag), tehat N3, szerint minden z-re p(z) teljesill, és ezt akartuk.

Az N1, N2 és az N2,5 axidoma egyiittesen azt mondja ki, hogy 0-n kiviil min-
den elem rikovetkezije valaminek, de csak egyvalaminek. Tehdt 0-bdl kiindul
egy végtelen ,.fondl”. Azt nem vilaszoljdk meg az axiéméik, vannak-e ezeken
kiviil elemek, de az igaz, hogy az N1, N2, N2,5 axiémarendszer modelljei ugy
néznek ki, hogy van egy, 0-bdl kiinduld, egyirdnyban végtelen ,,fondl”, valahany
(esetleg sehdny) irdnyitott kor, és valahdny (esetleg sehdny) mindkét irdnyban
végtelen ,,fonal”.

2. Allitas. Vz(0 + = = z).
Bizonyitas. Jelolje p(z) a 0 + x = z allitdst. Az indukcié axiémajat fel-

haszndlva elég lenne beldtni ¢(0)-t és Vy[p(y) = ¢(S®))]-t. »(0)-t azaz
0+ 0 = 0-t N4-b6l tudjuk. Ha 0+ z = z, akkor N5 szerint 0+ S(z) = S(x), igy

az indukcids 1épést is lattuk. O
3. Allitas. Vz[21 = z].
Bizonyitds. z1 =25(0) =20 +z=0+z = z. O

4. Allitas. VaVy(z +y = y + ).

Bizonyitas. Ezt megprébéljuk, az el6z6hoz hasonléan z-re indukcidval belatni.
Az x = ( eset, tehdt Yy(0+y = y+0) N4-b6l és a 2. Allit4sbol adédik. Gondoljuk
4t, mi az indukcids 1épés. Igazolnunk kell, hogy ha Vy(z + y = y + z) akkor
Vy(S(z) +y = y+ S(z)). Ez utébbit y-ra valé indukciéval célszerti igazolni. Az
y =0eset, S(z)+0 =0+ S(z) igaz (N4 és az el6z6 allitas miatt). Le kell tehat
vezetniink S(z) +y =y + S(x)-bbl S(z) + S(y) = S(y) + S(z)-t. Mivel tudjuk
x +y =y + z-et, végezziik a kovetkezd dtalakitasokat:

S(S(z+y)) = S(z+S(y)) (N5 miatt)

S(S(y) +z) (mert z-re tudjuk az allitast)
= S(y)+ S(z) (N5 miatt)

Hasonlbéan

S(S(y+z) = S(y+S(z) (N5 miatt)
= S(S(z)+y) (mivel feltettiik)
= S(z)+S(y) (N5 miatt)

14



Hasonlé mdédon igazolhatdéak a szokasos egyéb miiveleti azonossagok:

VaVyVz((z +y) + 2=z + (y + 2)),
Vz(0z=0),
VaVy(zy =yz),
VaVyVz ((zy)z = z(yz)),
VaVyVz((z + y)z =22 + y2).

Tritkkdsebb az z < y reldcié definidldsa. Jeldljiik ezzel azt, hogy 3z(S(z) +
x = y). Ekkor mar annak a levezetéséhez, hogy © < x sohasem teljesiil, fel
kell haszndlnunk a teljes indukcié axiémajat. Levezethetjiik a rendezés szokasos
tobbi tulajdonsdgat is. Ezutan megfogalmazhatjuk és levezethetjiik a maradékos
osztas tételét:

Vavy((y #0) — gAr((z =yg+71) A (r <y))].

Tovabb is mehetiink, és formulaval felirhatjuk, hogy valami primszim, vagy
példaul hogy minden 0-ndl nagyobb szdm és kétszerese kozott van primszam.

Az axiémakrol kdonnyen lathatjuk, hogy a természetes szdmok ,,igazi” struk-
turaja kielégiti azokat, messze nem vildgos azonban (és nem is igaz) hogy mads
megfelel§ struktira nincs.

A teljes indukcié axiémaséméjihoz hasonlé a halmazelmélet axiémarend-
szerében a részhalmazaxiéma és a pétlas axiéméijinak megfogalmazisa. A
részhalmazaxioma forméja:

VeIy(Vz(z € y) «— (2 € z A p(z,u1,.- . un)))

ahol uy, ..., u, paraméterek és ¢(z,u1,...,u,) (n + 1)-véltozds formula.

Feladatok. 1. Vezessiik le a Peano-axiémakbdl, hogy n = 1,2,3,.. .-ra nincs
olyan z elem, amire S™(z) = = (tehdt nincs ,,k6r”).

2. Bizonyitsuk be, hogy minden z-re z + 1 = S(z).
3. Irjuk fel a Peano-axiémék nyelvén azt, hogy z és y relativ primek !

4. Lassuk be, hogy a Peano-axiémaknak megfelel6 struktira, ha nem azonos
(helyesebben nem izomorf) a természetes szdmok szokdsos struktirdjival, akkor
nem is lehet jélrendezett!
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7 Az elsorendii logika

Ebben a részben felépitjiik az elsérendii nyelvek haszndlatahoz sziikséges fogal-
makat.

Definidljuk kifejezések és formuldk szabad vdltozdit. Ha t kifejezés, szabad
valtozéinak V(t) halmazat ¢ felépitése szerinti indukciéval adjuk meg. Eldszor
is, V(v;) = {v;} minden v; véltozdjelre és V(c¢;) = ) minden ¢; konstansjelre.
Ha pedig t = fi(t1,---,ts), ahol f; n-valtozos fiiggvényjel, t1, ..., t, pedig (méar
meglevd) kifejezések, akkor legyen V(t) = V(t;)U--- UV (t,). Igy tehat V(t) a
t-ben szerepl6 szabad valtozdk halmaza.

Ha ¢ az R;(t1,...,t,) primformula, akkor legyen V(¢) = V(t1)U---UV (t,)-
Ha a ¢ formuldra V (¢) mér definidlva lett, akkor legyen V(—p) = V(). Ha a ¢,
1) formuldkra a szabad véltozdk halmaza definidlva lett, akkor legyen V (pV1)) =
V(p) UV (¢). Végiil pedig legyen V(Fv;) = V() — {v;}. Ha egy ¢ formulara
V() = 0 teljesiil, akkor ¢ zdrt formula, vagy mondat. Zart formula példdul
YuoVu1[vovr = v190], vagy 04+ 0 = 0.

Tehat a kvantorok cstkkentik a szabad valtozék halmazit. Az azonban
nem igaz, hogy ha egy valtozé kvantorral le van kotve, akkor nem szabad
véltoz6, ugyanis szerepelhet a formula mésik részén: (Jvy[vg = v1]) A [v1 = v1]
-ben v; szabad és kotott valtozé egyszerre. Azt lehet mondani, hogy az elsd
eléforduldsa ,,véletlen”, ha mdas valtozéra cseréljiik, azonos értelmii formulat
kapunk: (Jva[ve = v4]) A [v1 = v1].

Kovetkezd fogalmunk az adott elsérendd nyelvnek megfelel$ struktira. Té-
telezziik fel, hogy az L elsOrendi nyelv a ¢; konstansjeleket, f; fiiggvényjeleket,
R; relacidjeleket tartalmazza. (A tObbi eleme ugyanis egyértelmiien el§ van
irva.) Ekkor egy L-nek megfeleld A struktira a kovetkezd elemekbdl all: egy
nemiires A halmaz, minden ¢; konstansjelhez egy C; € A kitiintetett elem,
minden f; fliggvényjelhez, ha az n-valtozds, egy n-valtozos F; fiiggvény A-n,
tehat F; : A™ — A, minden R; reldciéjelhez, ha az n-valtozds, egy n-valtozds r;
reldcid, tehat r; C A™. A kotelezéen elbirt kétvaltozos Ry relacidjelnél azonban
ragaszkodunk ahhoz, hogy ro az igazi egyenldség legyen.

A fentiekben is lathatd, hogy meg kell kiilonboztetniink (példdul) a fliggvény-
jelet a hozzatartozé fliggvényektodl, a valésdgban ezt azonban, érthet okokbdl
mégsem tessziik. fgy példaul, ha gytrikrdl van szd, a + jel egyszerre jeloli az
Osszeadds miiveletének jelét és (esetleg) végtelen sok gytirii egyik miiveletét.

Ezutéan definidljuk a kifejezések és formulak kiértékelését. Ehhez legyen adva
egy elsérendli nyelv ¢;, f;, R; jeleivel. Legyen szintén adva egy A struktira
az A # () halmazon, C; € A elemekkel, F; fliggvényekkel és r; relacidkkal.
Tételezziik fel, hogy rogzitve van A elemeinek egy ag, as, . .. sorozata. Ekkor a
kifejezések és formuldk felépitése szerinti indukcidval definidljuk a H kiértékelést
a kovetkezOképpen. Kifejezések: H(v;) = a;, H(e;)) = Ci, H(fi(t1,-..,t,)) =
F;(H(t1),...,H(t,)). Formuldk: H(R;(t1,-..,ts)) =1, har;(H(t1),-..,H(t,))
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fennall,
_J i, haH(p)
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h
i

7

_[ i haH(p)=ivagy H@) =i
HWVW—{h, kiilsnben,

végiil pedig, ha ¢ a Jv;4) formula, akkor H (p)-t a kovetkezOképpen definidljuk:
H(p) = i pontosan akkor, ha van olyan H' kiértékelés, amire H'(y) =i és H'
ugy keletkezik, hogy az eredetileg adott ag, a1, - . . sorozat a; elemét A valamelyik
a elemére cseréljiik.

Jél lathaté hogy az el6z6 definicié egyszerii alapgondolata, hogy ,.kiolvas-
suk”, amit a kifejezések és formuldk ,,mondanak”, csak v; helyett a;-t, ¢; helyett
Ci-t, stb kell érteniink. Végrehajtjuk a formadlis utasitdsokat. A gondot csak
a kvantorok jelentik, ekkor ugyanis nem azt nézziik meg, hogy az adott a;
érték megfelel-e, hanem, hogy taldlhaté-e az i-edik valtozohelyére olyan érték,
ami igazzd teheti a formulat. Ebb6l rogton lathaté, hogy H(t), H(p) csak
azoktél az a;-kt6l figg, amik V(¢), V(p)-ben vannak, magyardn a formula
értéke csak szabad valtozéitdl fiigg. Zart formula igazsigértéke nem fiigg az
ag, a1, - - - elemektol, azért voltunk kénytelenek mégis igy definidlni a kiértékelést,
mert a zart formulakat, a formulafelépités szabdlyai szerint csak nem-zart for-
muldkonkeresztiil tudtuk felépiteni.

Erdemes leszogezni, hogy a kiértékelésnél valik vildgossa, amit kordbban is
éreztiink, hogy kifejezés elemet jelol, formula igazsigértéket kap.

Ha L els6rendii nyelv, I ennek formulahalmaza, A pedig struktira ebben a
nyelvben, azt mondjuk, hogy A modellje I'-nak, vagy A modellezi I'-t, ha minden
o € I formuléra és ag, ay, ... € A elemekre a H(p) kiértékelés eredménye i. Ezt
igy jeloljiik: A ET. Ha T csak a ¢ formuldbdl ll, A = {¢} helyett A E -
t is frunk. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ha ¢ nem zirt formula, akkor
eléfordulhat, hogy sem A = ¢ sem A = —¢ nem teljesiil. (p ,,idénként” igaz,
,,ildénként” nem.)

A tovéabbiakban kidolgozzuk az elsérendii nyelvekbeli levezetésekkel kapcso-
latos alapfogalmakat. Ezek a kijelentéslogika hasonl6 fogalmaira épiilnek, a
tobblet, természetszeriileg, a kvantorok és a miiveleti/reldciGjelek kezelésével
kapcsolatos.

Helyettesitésnek nevezzik, ha egy ¢ formuldban a v; véltozéjel minden
eléfordulésa helyébe a t kifejezést irjuk. Jelben: ¢,,[t]. Megengedett helyettesitést
mondunk, ha ekkor ¢ azonos v;-vel (azaz nem torténik semmi) vagy minden olyan
esetben, ha v; € V(t), akkor ¢ felépitése soran v; egyik eléfroduldsa sem Aall
Ju; alaki kvantor hat6korében. A kiilonbségtétel oka a kiovetkezd. Erezhetd,
hogy ,,igaz” formula helyettesitéskor is igaz, mert ,,specializdlunk”. Példaul
az zy = yx formuldt egy * — x? cserével az x?y = yx? formul4va cseréljiik.
Nem megengedett helyettesitéskor viszont olyasmi térténhet, amit nem akarunk:
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a dz[z = S(y)] formuldbdl (ami a természetes szdmokon mindig igaz), az y
helyébe z-et frva 3z [z = S(z)] adédik, ami nagyon nem igaz.

A logikai axiémékat két tovabbi csoporttal egészitjiik ki:
4. Yvip = @y, [t], ha a helyettesités megengedett,

5. (Voi(p = 9)) = (¢ = Vo), hawv; ¢ V().

Egy tdjabb csoport az egyenléségaxiomaké.

Lv=v; (i=0,1,...)

(vi ZUJ) ( vi) (5,j=0,1,...)

vk)) (vz- =vk) (1,5,k=0,1,...)

(vi = vy)

|

- ((viy = vj,) ‘A (v, =v;,)) = (R(iy,..-,0i,) = R(vjy,...,v;,))
(R n-véltozds relac103e1)
(
(

5. ((viy, = vjy) Ao A (v, = v5,.)) = (Fis--0i,) = F0j1,-..,0;5,))

f n-véltozés fiiggvényjel)

Az elsérendii nyelvekbeli levezetéseket ezekutdn ugyanigy definidljuk, mint
a kijelentéslogikaban, csak az 4j logikai és az egyenlGségaxiémakon tidl a modus
ponens mellé egy 4j kovetkeztetési szabdlyt is hozzavesziink: a generalizacidt
(GEN), ami lehet6vé teszi, hogy a ¢ formuldbdl, tetszbleges v; véltozé esetén a
Yov; formulét levezessik.

Ekkor, ha egy I' formulahalmazbdl sikertiil levezetni a ¢ formulat, azt ' F -
vel jeloljiik. Ha T" egyelemi, dltaldban elhagyjuk a kapcsos zardjeleket.

Lassunk egy példat elsérendli nyelvben valé levezetésre!

Allitas. VaVyp b VyVrzo.
Bizonyitas. Megadjuk a levezetést.
1. VazVyp (eleme T'-nak)
. (VaVyp) = (Vyp) (4. logikai axiéma)
. Yyp (modus ponens 1,2-bél)
. Yyp — ¢ (4. logikai axiéma)
. ¢ (modus ponens 3,4-bdl)
. Yz (GEN 5-bdl)
. VyVzp (GEN 6-bdl)

N O Ot s W N
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8 A modellelmélet tételel

Tegyiik fel, hogy L elsérendi nyelv, T" benne felirt zart formuldk barmilyen
halmaza (az ilyen halmazokat elméletnek nevezziik).

Igazsag tétel. Ha T-nek van modellje, akkor ellentmonddsmentes.

Bizonyitas. Persze, mert, ha T-bol le tudnank vezetni a ¢ zart formuldt és
annak tagadasat is, akkor az &llitélagos modellen mindkettd igaz lenne. O

Teljességi tétel. Ha T ellentmonddsmentes, akkor van modellje.
E nevezetes tétel bizonyitasat annak bonyolultsidga miatt nem adjuk.

Kompaktsagi tétel Ha T minden véges részének van modellje, akkor T-nek is
van.

Bizonyitas. Ha T-nek nincs modellje, akkor a teljességi tétel szerint levezet-
het6 beldle ellentmondéds. Ez a levezetés (mivel véges sorozat) T-nek csak egy
véges T' részét hasznélja. Ekkor mar T'-bél is ellentmondést tudunk levezetni
(ugyanazzal a levezetéssel), tehét az igazsig tétel szerint T'-nek nem lehet mod-
ellje. O

Lowenheim-Skolem-Tarski tétel. Ha egy T elméletnek van végtelen mo-
dellje, akkor minden végtelen a szamossdgra van a szdmossdgu modellje.

Itt fontos annak kikstése, hogy végtelen modell van, mert minden n termé-
szetes szamra van olyan zart formula, amelynek csak n-elemii modelljei vannak.
Példaul n = 3-ra ilyen

JeyIz[(z 2 YA (@ #2)A(y £ 2) AVu((u=2)V(u=y)V (u=2)].

A tétel azt allitja, hogy az els6rendi logika eszkozeivel Hilbert célkitiizései
kivitelezhetetlenek: a szdmelmélet barmilyen axiomatizaldsdhoz van (példdul)
kontinuum szamossdgi modell. Hasonléan, ha a valds szamokon értelmezett
barmilyen struktirat axiomatizalunk, annak van megszamlalhaté modellje, stb.
Fontos azonban, hogy elsérendii logikardl van szd, ha példaul hivatkozhatunk a
részhalmaz fogalmara (mésodrendii logika), akkor bevezethetjiik a valGs szdmo-
kon a limesz fogalmat és elvégezhetjiik a szokdsos axiomatizalast.

A tételnek egy fontos speciélis esetét bizonyitjuk.

Lowenheim-Skolem tétel. Ha egy T elméletnek van végtelen modellje, akkor
van Ng szdmossdgi modellje.

Bizonyitds. Legyen adva az L els6rendd nyelv valamely T elméletének A
modellje, tehdt egy végtelen A halmaz, benne a C; € A konstansok, rajta az F;
fliggvények, r; relacidk, valamennyi az L altal eldirt valtozészammal. Célunk
egy masik, B modell felépitése, ami megszadmlalhaté és rajta T formuldi igazak.
Mivel két modellel kell dolgoznunk, a modellekhez k6t6d6 fogalmaknél idénként
jeldlni fogjuk, hogy melyik modellrél van szd.
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1. Allitas. L-nek No formuldja van.

Bizonyitds. A definicié alapjan |L| = Ng. Minden formula L-beli elemek véges
sorozata, igy szamuk legfeljebb Ng + NZ + - -- = Rg. Legalabb X, formula pedig
mindenképpen van: vg = v, v1 = V1, Stb. O

Vegyiik azokat a formulakat, amelyek nem zértak, tehét van legalabb egy sza-
bad véltozdjuk. Mindegyiknél (minden lehetséges mdédon) elkiilonitjik az egyik
szabad valtozdt, tehédt ezen ¢ formuldk mindegyike igy néz ki: ¢(z1,...,Zn,y).
Ezekhez a fomuldkhoz készitsiik el a kovetkezo fiiggvényeket:

ha van a € A, amire p(ay,...,an,a), egy ilyen a,
akdrmi, ha nincs.

g‘p(al,...,an):{

Ezzel tehat definidltunk megszadmldlhaté sok A-n értelmezett, kilénbozé
valtozdszdmu fliggvényt.

Ezutdn definidljuk a leend$ B modell alaphalmazat, ami A részhalmaza, lesz.
Legyen By A-nak tetszéleges olyan Ng szdmossdgi részhalmaza, amely minden
CA-t tartalmaz. (Vegyiik ezek halmazit, ha végtelen sokan vannak, ha csak
véges sok van beldliik, esetleg egy sincs, tegyiink melléjiik még végtelen sok
elemet.)

Definidljuk a By, Bs, ... halmazokat a kovetkez&képpen:

Bl = BOU{E(al, e ,an) 1a1,...,0n € BO}U{gw(al, .. .,an) ta1,...,0n € Bo},
By = B1U{F,-(a1, .. ,an) 1QA1,...,0n € Bl}U{gw((Il, .. .,an) Q1y...,0p € Bl},
és 1gy tovabb. Legyen végiil B = By U By U - - -, halmazaink nov0 dnidja.

2. Allit4s. By, Bi,..., B mind Xg szamossadgii.

Bizonyitas. B, ugy keletkezik B;-bdl, hogy B;-hez hozzdadjuk megszamlal-
haté sok fliggvény megszamlalhato sok helyen felvett értékét. Ezért |B;11| = No.
Innen |B| = g + Ng + - - - = Ng adddik. O

3. Allitas. B zdrt mind az F;, mind a g, fiiggvényekre.

Bizonyitas. Legyen adva Fj; és by,...,b, € B. Mivel B a B; halmazok névé
unidja, van olyan j, hogy bi,...,b, € B;. Ekkor F;(b1,...,b,) € Bj11 C B.
Hasonléan kapjuk a zartsagot a g, fiiggvényekre. O

Mint mondtuk, B lesz megszamlalhaté B modelliink alaphalmaza. A struk-
turat a kovetkezOképpen definidljuk: a konstansok: 0{3 = C;; a fliggvények:
FP = F; megszoritasa B-re; a reldcick: r? = r; megszoritdsa B-re. Lathatjuk,
nincs baj a konstansok definidlasdval, mert B-t ugy valasztottuk, hogy benne
van minden C;. Hasonléan, az FP-k fiiggvények lesznek B-n, mert B-t ezekre
zartaknak valasztottuk.

A kovetkez6kben azt vizsgiljuk meg, hogy ha adott egy bg,bi,... € B
sorozat, akkor az ehhez a sorozathoz tartozé két kiértékelés, H4 és H® hogyan
viszonyul egymashoz.
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4. Allitas. Ha bo,by,... € B, t kifejezés, akkor HB(t) = HA(t).

Bizonyitds. A kifejezés felépitése szerinti indukciéval. Ha t valamelyik ¢;
konstansjel, akkor HA(t) = C;, mig HB(t) = CB de ez azonos az elébbivel. Ha
t valamelyik v; véltozéjellel egyezik meg, akkor HA(t) = b;, és HB(t) is bs-vel
egyezik meg, tehat az azonossag fennall.

Tegyiik most fel, hogy t = fi(t1,...,t,) alakd kifejezés és a ty,...,t, kife-
jezésekre mar tudjuk az allitast. Ekkor a bizonyitandé egyenl6ség igy alakithatd:

HB(t) = HA®)
H(fi(t1,--ta)) = HA(filtr,.. s tn))
FB(HB(t1),...,H®(t,)) = F,(HA(t1),...,HA(ts))

ez pedig fenndll, mert az utolsé egyenldség argumentumai az indukcié miatt
azonosak a két oldalon, FP pedig ugyantigy hat, mint F}, legaldbbis B elemein.
O

5. Allitas. Ha bo,by,... € B, ¢ formula, akkor HB(yp) akkor és csak akkor
igaz, ha HA(p) igaz.

Bizonyitds. Legyen elészor ¢ = R;(t1,...,t,) primformula. Ekkor HB(p) = i
akkor és csak akkor, ha b-nek a HB(t;),...,HB(t,) elemei az rP relaciéban
dllnak. A 4. Allitds szerint ezek azonosak rendre a HA(t1),..., HA(t,) el-
emekkel. Ezek pedig akkor és csak akkor &llnak az rP reldcidban ha az rP
relaciéban, rf definicija szerint. Ezért HP(p) =i akkor és csak akkor teljesiil,
ha HA(p) =i.

Legyen ¢ = —p alakd, és ¢-re mar tudjuk az allitast. Ekkor

HP(p) =i = HP($) = h <= HA[W) = h <> HA(p) =i.
Legyen ¢ = 91 V 9o alaki, és ¢, 1po-re mar tudjuk az allitast. Ekkor
HS(p) =i <= (HP(r) =1) v (HP(42) = 1)
= (HAW) =) v (HAW) =)

= Hy) =i

Tegyiik végiil fel, hogy elérkeztiink egy v = Jyp(z1,...,Zn,y) alakd for-
muldhoz és p-re mar belattuk az allitast. Irjuk ki pontosan ¢ valtozdit:

= Foge(Viyy - -, 05, , Vk)-

Tegyiik fel elészor, hogy HB () = i. Ekkor, H? definiciéja szerint, van b € B,
hogy H®(¢(bi,, - .., bi,,b)) = i. Mivel indukcids feltevésiink szerint ¢-re igaz az
allités, H4(p(bsy, - - ., bi,,b)) =1, tehdt HA(Y) =i.
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Tegyiik végiil fel, hogy H4(1)) =i. Azaz, van a € A, hogy
H*(p(biys - .-, b,y a)) =i

c 22

Ezek szerint, g,(bi,,-..,b;,) definiciéjdban az els6 eset &ll fenn, tehat b =
9y (biy, ..., b;,)-re az A modellben

HA(¢(biy, - -, b, b)) =i
teljesiil. A 2. Allft4s szerint b € B. Az indukciét ismét hasznélva

HP (p(biy, - -, bi,,b)) =i

innen HB(y)) =1. O
Az utols6 allitasbol kovetkezik a tétel, mivel minden ¢ € T zart formuléra
HE(p) = HA(p) = 1. O

9 Primitiv rekurziv fliggvények

A tovébbiakban az N = {0,1,...}-en értelmezett, ugyanide képezd, egy- és
tobbvaltozds fiiggvényekkel foglalkozunk.

Alapfiiggvények. 0(z) =0, S(z) =2+ 1, I’ (21, -, Tm) = Tm.
Operaciok.

Kompozicié. Az f fiiggvény kompoziciéval késziil a g, hq, .. ., hy, fliggvé-
nyekbdl, ha f(z1,...,2, = g(h1(T1, .-, Tn),y - s Am(T1, ..., 24,)).
Primitiv rekurzié Az f(z1,...,z,,y) figgvény primitiv rekurziéval késziil

a g(z1,...,z,) és a h(z1,...,Tn,y,2) figgvényekbdl, ha f(z1,...,7,,0) =
g(mla"wmn) és f(:cl,...,a:n,y—i—l):h(ml,...,m",y,f(:cl,...,a:n,y)).

Definicié. Primitiv rekurzivaknak nevezziik az alapfiiggvéneykbdl a fenti ope-
raciok tetszés szamu alkalmazdasival nyert fliggvényeket.

Példak primitiv rekurziv fiiggvényekre.

1. A konstans n fiiggvény.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

- f@y) =z +y. f(,0) =z, f(z,y +1) = S(f(z,y)).
. f(z,y) = xy. f(2,0)=0, f(z,y+1) = f(z,y) + 2.
. f(way) =Y. f(ZU,O) = ]-7 f($;y+ 1) = f(ib',y)ib'

e—yl=@-y) + -2

A maradékos osztds fliggvénye. rem(y,a) = r, aholy =aq+r, 0 < r < a.
rem(0,a) = 0, rem(y + 1,a) = (r + 1)h(r + 1), ahol r = rem(y, a), h(z) =
sg(|z — a|). Jegyezziik meg, hogy rem(y,0) = y.
f(@1, . zn,y) =27 _o9(@1,...,%p, 2). Hiszen
f(xla"'amnao) :g(l'l,...,il'n,(]),
f(xla"')xn)y-’_ 1) = f(xla'-';xn)y) +g($1;---,$my+ 1)
flzy, .., zn,y) =1V o 9(@1,. .., 2n, 2). Ez ugyanigy megy:

f(xla"'axnao) = g($1,...,a:n,0),
f($17"'7$n7y+1) = f(-z'l;---7$n7y)g($17---7$n;y+1)-

1, haylz

0, hay/e. Ugyanis div(y, z) =

Az osztast leiré fliggvény. div(y,z) = {

1 — rem(z,y)

Az 0sztdk szama.

d(z) = div(y,)
y=0

A primek szama z-ig.

n(z) = Y sg(ld(z) - 2|)
y=0
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16.

17.

18.
19.

4 m) = 1, haz<+2-27
1 0, haz>+V2-2n

s(z,m) = 1, haz +1>+2.27
10, haz4+1</2-27

Ugyanis t(z,n) = s(22"" ~ o%), s(a,n) = sg((a + 1)? = 27+1).
g(n) = [v/2-2"]. Ugyanis

gn+1

g(n) = Z T 't(man) : S(.CL',’I’L).
=0

f(n) = v/2 n-edik binéris jegye. Ugyanis f(n) = rem(g(n), 2).

Legvégiil belatjuk, hogy a Fibonacci-sorozat:

FO) = 0,
FQ) = 1,
Fly+1) = F(y)+F(y-1)

is primitiv rekurziv fliggvény. Itt a nehézség az, hogy a fliggvény értéke
nem az el6z6, hanem az el6z6 két értékbdl lett definidlva. Ezért el6készii-
leteket csindlunk. Minden z > 0 szdm egyértelmiien irhaté z = 2¥(2z+1)
alakban. El8szor megmutatjuk, hogy a z = 2%(*)(23(z) + 1) segitségével
definiélt a(z), B(z) figgvények primitiv rekurzivak.

x xz

alz) =YY ysa([2(22 + 1) —zl)

y=0 z=0
és hasonléan
€T €T
Blx) = z5g(|2¥(2z + 1) — )
y=0 z=0

Legyen most G(z) = 2¥(®)(2F (z+1)+1). Ha bel4tjuk, hogy G () primitiv
rekurziv, akkor készen vagyunk, hiszen F(z) = a(G(z)). G(0) = 3. Ha
G(z) =y, akkor

Gz +1)=2"CD(2F(z +2) +1)
=2 (2(F(z) + F(z +1)) + 1)
=2°W(2(a(y) + B(y)) + 1),

primitiv rekurziv fliggvénye y-nak.

Feladat. Lassuk be, hogy az f(n) = p,, az n-edik primszam fliggvénye
primitiv rekurziv!
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10 Az Ackermann-fiiggvény

Az elézé fejezet példaibdl tgy tlinhet, hogy minden, valamilyen algoritmus-
sal kiszamithaté fliggvény egyben primitiv rekurziv is. Ez azonban nincs igy.
A nevezetes ellenpélda Ackermanntdl ered, itt példdjanak Péter Roézsa altal
egyszerusitett valtozatat ismertetjiik.

A kétvialtozds A(x,y) fiiggvényt a kovetkezOképpen definidljuk. A(0,y) =
2, Az +1,0) = A(z,1), A(z + Ly + 1) = A(z, A(z + 1,9)).

Az A(z,y) fiiggvény néhany értékét az alabbi téblazat adja:

1 2 4 16 | 65536 | 265536 | 92°°°°°
9 114265536 [ 4 5

965536 | | o }A+1

Vegyiik észre, hogy az A(z,y) kiszdmitdsira szolgilé harom képlet koziil
mindig pontosan egy volt hasznunkra. Tovabba, z-re vonatkozé indukcigval
lathat6, hogy minden y-ra A(z,y) értelmezett (tehat sorrdl sorra beldtjuk, hogy
a sor végig ki van toltve értékekkel) és hasonléan ldthatd, hogy minden rogzitett
z-re A(z,y), mint egyvaltozds fliggvény, primitiv rekurziv. Belatjuk, hogy az
A(z, ) egyvéltozés fliggvény nem primitiv rekurziv.

2
ahol A = 22" } és B = 22

Tétel. Ha f(x1,...,x,) primitiv rekurziv fiiggvény, akkor van olyan a természe-
tes szdm, hogy mindig fennéll f(x1,...,z,) < A(a, z), ahol z = max(x1,...,Ty,)-

Bizonyitas. Az allitdst f(x1,...,2n) felépitését kovetd indukcidval bizonyitjuk.
1.Allitas. A(z,y) < A(z,y +1).

Bizonyitids. & = 0-ra ez 2¢ < 2¥*') ami igaz. Altaldban pedig z-re vonatkozé
indukciét alkalmazunk. Ha tudjuk, hogy z-re az §llitds igaz, akkor A(z,y) > A(z,y —
1)+1>---> A(z,0) + y > y-t ithatunk. Innen A(z +1,1) = A(z, A(z + 1,0)) >
A(z +1,0). Innen tovabb:

Alz+1,y+2) = Az, Az + Ly +1)) > Az, Az + 1,y)) = Az + Ly + 1),
mert z-re az indukciés feltevés szerint mér tudjuk, hogy igaz az allitas. (]
2.Allitas. A(z,y) < A(z + 1,y).

Bizonyitas. y = 0-raez A(z+1,0) = A(z,1) > A(z,0). Ez pedig igaz az el6z6 &llités
miatt. A definiciébdl lathaté, hogy A(X,y) mindig 2-hatviny és A(0,0) kivételével
sosem 1. Ezért

Az +1,y) > 24(x + L,y —1) > --- > 2 A(x +1,0) > 2.

Innen A(z + 1,y + 1) = Az, A(x + 1,y)) > A(z,2¢*) > A(z,y + 1) (mivel A(z,y)
y-ban monoton). o
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3. Allit4s. Az +1,y+1) < A(z + 2,y).

Bizonyitas. y = 0-raez A(z+1,1) = A(x+2,0), a definicié miatt. Ha egy adott y-ra
igaz, akkor A(x+1,y+2) = A(z, A(z+1,y+1)) < A(z+1, A(z+2,y)) = A(z+2,y+1).
O

4. Allitds. Legyen f a g és a hi figguények kompozicidja. Ha g, hi < A(a,z) (2
mindig az aktudlis vdltozék mazimuma), akkor f < A(a+ 2,2).

Bizonyitas. f(x1,...,Zn) = g(h1,.. ., hm) < A(a,A(a,z)) < A(a,A(a+ l,z)) =
Ala+1,z+1) < A(a+2,2). (]

5. Allitas. Tegyiik fel, hogy f = f(x1,...,Tn,y) primitiv rekurzidval adédik g, h-bol.
Ha g, h < A(a, 2), akkor f < A(a+2,2) (z mindig az aktudlis vdltozék mazimuma,).

Bizonyitas. Eldszor beldtjuk, hogy f(z1,...,Zn,y) < A(a+ 1,z + y), ahol z =
max(z1,...,Zn). Yy = 0-raez g(z1,...,z.) < A(a, z) < A(a + 1, 2). Tegyiik fel, hogy
y-ra mar tudjuk az allitdst. f(:cl, ey T Y+ 1) = h(a:l, ey Zny Y, fT, .. ,xn,y)) <
Afa,Ala+1,z4+y)) =A(a+1,z4+y+1),mert 2, y < z+y < Ala+ 1,2 +).
Legyen ezutén t = max(z,y) = max(1,...,Zn,y). Mivel z+y < 2¢, A(a+ 1,z +
y) < A(a + 1,2t). A tovébbiakhoz el6szor is beldtjuk, hogy 2t < A(a + 2,t — 1), ha
t > 1. Azt mér lattuk, hogy A(a + 2,t —1) > .-+ > A(a + 2,0)2""! > 2t. Ezért
Ala+1,2t) < A(a +1,A(a+2,t— 1)) = A(a+2,t), ha t > 1. Ha pedig t = 0, akkor
nyilvdn A(a + 1,2t) < A(a + 2,1t). O

A tétel bizonyitdsa ezutin egész egyszerl, az alapfiiggvényekre a = 0 vehetd, mert
z+1 < 2% A t6bbi primitiv rekurziv fiiggvényre indukciéval a megel6z6 két allitdssal
adédik az egyenlGtlenség. o

Kovetkezmény. Az egyvaltozds A(z,z) fiiggvény nem primitiv rekurziv.

Bizonyitas. Ha az lenne, akkor A(z,z) + 1 is az lenne, de ekkor lenne olyan a
természetes szam, hogy A(x,z) + 1 < A(a, ) teljesiil minden z-re, ami viszont
T = a-ra nem igaz. o

11 Kiszamithato figgvények

A tovabbiakban olyan fiiggvényekkel dolgozunk, amelyek esetleg nincsenek min-
deniitt értelmezve.

Definicié. Egy f(z1,...,2,) fliggvény parcidlis, ha értelmezési tartomanya
a természetes szamokbdl 4116 n hosszisigu sorozatok barmilyen részhalmaza,

értékeit természetes szamokbdl veszi. Ha minden szdm-n-esre értelmezve van,
akkor f totalis.

Definicid. (Minimalizdcid, p-operdcid.) Ha f(z1,...,x,,y) parcidlis fiiggvény,
akkor
g(mla' .- ,.’L'n) = I'Ly[f(xh '7'7:"7:1/) = 0]
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jellel a kovetkezd fliggvényt jeloljik: g(x1,-..,2n) =y, ha f(z1,...,2,,0), ...,

f(z1,..., 2y, y) mind értelmezett és csak a legutolsd 0, ha ilyen y nem létezik,
akkor g(z1, ..., %) nem definialt.
Definicié. Egy f(zi,...,z,) parcidlis fiiggvényt parcidlisan rekurzivnek ne-

veziink, ha el6dll az alapfliggvényekbdl kompoziciéval, primitiv rekurziéval és
minimalizaciéval. Ha f totalis, akkor rekurziv fliggvénynek nevezziik.

A minimalizicié kivezet a totdlis fiiggvények osztdlyabdl: g(z) = pylz —
y? = 0] csak a négyzetszdmokon van értelmezve. De vissza is vezethet: f(x) =
1y[g(y) = 0] azonosan nulla.

A tapasztalat azt mutatja, hogy barmilyen algoritmussal kiszamithato fligg-
vényt vesziink, az parcidlisan rekurziv. Konny latni, hogy forditva is igaz;
minden parcidlisan rekurziv fliggvény algoritmussal kiszdmithato.

Ezt, az intuitiv tényt fogalmazza meg az alabbi, dgynevezett Church-Turing-
tézis.

A parcidlisan rekurziv fiiggvények azonosak a
kiszdmithato fliggvényekkel.

Vegyiik észre, hogy ez nem preciz matematikai allitds. De azz4 valik, ha
konkrét definiciét adunk a ,kiszdmithatd fiiggvény” fogalméara, példaul vala-
milyen programnyelven programozhaté fliggvényét. A tovabbiakban ezt az ek-
vivalencidt (a Church-Turing tézist) ki fogjuk hasznélni, s6t vissza fogunk élni
vele, mert bizonyos esetekben gy érveliink parcidlisan rekurziv fiiggvényekre
vonatkozd allitasok igazolasakor, hogy atgondoljuk a megfeleld allitast kisza-
mithaté fliggvényekre. Ezek szigord értelemben véve nem jé bizonyitdsok.

Van univerzilis parcidlisan rekurziv fiiggvény.

Tétel. Van olyan p(xz,y) parcidlisan rekurziv figguény, hogy minden g(y)
(tehdt egyvdltozds) parcidlisan rekurziv figgvényhez létezik olyan e index, hogy
p(e,y) = g(y) minden y-ra, azaz vagy egyik sincs definidlva, vagy mindkettd és
egyenldek.

Bizonyitds. Legyen x egy program valamilyen mdédszerrel nyert kédja, ¢(x,y)
pedig az outputja az x-szel kdédolt program eredményének, ha y inputtal fu-
tatjuk. O

Tétel. Nincs univerzilis rekurziv figguény, tehdt olyan kétvdltozds ¢(x,y)
rekurziv fliggvény, hogy minden egyvdltozés f(y) rekurziv figgvényhez van olyan
e természetes szam, hogy p(e,y) = f(y) dll fenn minden y természetes szdmra.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy o(z,y) rekurziv. Ekkor f(z) = ¢(z,z) + 1 is
az. De ehhez nyilvdn nincs olyan e, hogy ¢(e,z) = f(z) minden z-re (tehdt
z = e-re is). O
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12 Rekurziv és rekurzivan felsorolhaté halma-
zok

Definicié. Az A C N halmaz rekurziv, ha karakterisztikus fiiggvénye, tehat

(z) = 1, haz € A,
XA =1 o, haz¢ A

rekurziv.

Definici6. Az A C N halmaz rekurziven felsorolhatd, ha egy parcidlisan
rekurziv fliggvény értékkészlete.

1. Allitas. Minden rekurziv halmaz rekurziven felsorolhatd.

Bizonyitas. Legyen tehdt A rekurziv, azaz x4 (z) rekurziv. Olyan parcidlisan
rekurziv f(z) fiiggvényt szeretnénk késziteni, amelyre

fz) = z, haz € A,
" | nem def., haz¢ A,

ez nyilvan jé lesz. Ehhez vegyiik

f@) = wyll@=y)A(xalz) =1)]
= myllz -yl + xa(@) 1] = 0]
-t.
2. Allitas. Ha A, B rekurziv halmazok, akkor ANB, AUB és N — A is az.
Bizonyitds. Xanp(z) = Xa(2)x5(2). xauB(2) = sg(xa(z) + xB(z))-
XN-A(7) =1 = xa().

3. Allitds. Parcidlisan rekurziv fligguény értelmezési tartomdnya rekurziven
felsorolhatd, és megforditva, minden rekurziven felsorolhatd halmaz elddll, mint
egy parcidlisan rekurziv figgvény értelmezési tartomdnya.

Bizonyitds. Ha f értelmezési tartomédnya A, legyen

9(@) = py[(y = =) és (f(2) = f(2))].

4. Allitas. Ha A és N — A is rekurziven felsorolhatd, akkor akkor A (és persze
N — A is) rekurziv.

Bizonyitas. Az el6z6 Allitas médszerével csindlunk olyan, végtelenségig dol-
gozd P és @ programokat, hogy P A, @) pedig N — A elemeit adja ki outputként.
z € A eldontéséhez csak meg kell virni, amig x megjelenik valamelyik sorozat-
ban.
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5. Allitas. Ha A és B rekurziven felsorolhatd, akkor AU B és AN B is.
Bizonyitas.
6. Allitas. Van rekurziven felsorolhatd halmaz, amely nem rekurziv.

Bizonyitds. Legyen K = {z : ¢(z,z) értelmezett}, ahol ¢ az univerzilis
parcidlisan rekurziv fliggvény. K parcidlisan rekurziv fliggvény értelmezési tar-
tomanya, tehit rekurziven felsorolhaté. Ha K rekurziv, akkor

_ | p(z,x)+1, haze K
f(m)—{o, ha o ¢ K

rekurziv fiiggvény. Ezért van e, hogy f(z) = p(e,z) teljesiil minden z-re. Ha
x = e-t helyettesitiink, akkor nyilvan e € K, igy p(e,e) = ¢(e,e) + 1, ami
lehetetlen. O

Mivel (z,y) definicidja az volt, hogy az x-szel kédolt program outputja az
y input melett, eredményiink azt mondja, hogy nincs algoritmus, amely min-
den algoritmusrdl eldontené, végetér-e adott input mellett. Az ilyen algoritmus
keresése volt a programozas elméletének nevezetes megdlldsi problémdja.

Nincs olyan program, amely minden programrol
eldéntené, hogy befejezddik-e.

7. Allitas. Ha A # 0 rekurziven felsorolhatdé halmaz, akkor egy rekurziv (tehdt totdlis)
figguény értékkészlete.

Bizonyitas. legyen A az f parcidlisan rekurziv fiiggvény értékészlete, legyen a € A
tetszbleges elem. g(z)-et dgy definidljuk, hogy f(a(x))-szel egyenld, ha ez legfeljebb
B(z) 1épésben kiszdmithatd, killonben legyen g(z) = a (itt a(z) és B(x) a Fibonacci
sorozat targyaldsiban haszndlt kédoléfiiggvények).

8. Allitas. Szigoriian monoton noévd rekurziv fiigguény értékkészlete is rekurziv.
Bizonyitas. Készitsik el £(0), f(1),...-t. Anak eldontéséhez, hogy n benne van-e f
értékkészletében, elég legfeljebb f(n)-et kiszdmolni.

9. Allitas. Végtelen rekurziven felsorolhatd halmaz tartalmaz végtelen rekurziv rész-
halmazt.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f értékkészlete az A végtelen halmaz. Legyen ao a
legkisebb a, hogy f(a(a)) legfeljebb B(a) 1épésben kiszamithats, g(0) = f(a(ao)) =
bo. Legyen a1 > ao a legkisebb a > ag, amelyre f(a(a)) > bo és ez legfeljebb (3(a)
lépésben kiszdmithat. Legyen g(1) = f(a(al)) = b1. Az igy definidlt g szigordan
monoton rekurziv fiiggvény, értékkészlete B = {bo,b1,...} C A, rekurziv.

10. Allitas. Van olyan L rekurziven felsorolhatd halmaz, hogy minden A rekurziven
felsorolhaté halmazhoz van van f rekurziv fiigguény, hogy © € A akkor és csak akkor,
ha f(z) € L.
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Bizonyitis. Legyen L = {x : @(a(x),,@(x)) értelmes}. Ha A rekurziven felsorol-

haté, akkor a 3. Allitas szerint van g parcidlisan rekurziv fiiggvény, hogy g értelmezési
tartomdnya A. Van olyan e természetes szam, hogy g(z) = ¢(e, ) minden z-re. Ezért
A= {.’L‘ s (e, ) értelmes}. Igy vehetjiikk f(z) = 2°(2z + 1)-et.

13 Koddolas, Godel-szamozas

Ebben a fejezetben rendkivil vdzlatosan ismertetjiik a Godel-szamozast, tehét
azt az eljarast, amellyel a logika fogalmai aritmetikai fogalmakks fordithatdk.

Definicié. Egy, a természetes szdmokon értelmezett, R n-véltozés reldcié
rekurziv , ha

1, ha R(z1,...,z,) fennall,
0, ha nem &ll fenn.

f(xl,...,:vn)z{

karakterisztikus fliggvénye rekurziv.

Definidljuk az 6sszes természetes szamokbdl 4116 szdmsorozatokon értelmezett
F fiiggvényt a kovetkezdképpen. F(xy,...,T,) = 2%13%2...pZ~+1 ahol p,
az n-edik primszam. Ez az 6sszes sorozatokat kddolja természetes szamokka,
mégpedig igy, hogy a kddbdl azt is ,,visszaolvashatjuk”, milyen hosszi sorozatbdl
indultunk ki. Itt nem mondhatjuk el, hogy F' rekurziv lenne, hiszen nincsen
véaltozészadma sem, de azt mondhatjuk, hogy ,attdl eltekintve” az (nyilvan
konnyl egyszerll programot irni a kiszadmitdsira és az inverzei kiszamitasara).

Godel-szdmozas. Az adott L elsé rendii nyelv minden jelének egy természetes
szadmot feleltetliink meg, a kovetkezd médon. Tegyiik fel, hogy a nyelv (6sszes)
jelei v;, ¢;, fi, Ri, =, V, 3, ,, (,) . Legyen a(v;) = 6 + 44, a(c;) = 7+ 4,
a(fi) = 8 + 44, a(Rz) = 9 + 44, a(ﬁ) =0, a(V) =1, OL(H) = 2, Ol(,) =3,
a(() =4, a()) = 5. Ezek L jeleinek Gddel-szimai.

Definicié. Ha az aq,...,a; jelek Godel-szamai rendre gq,...,g;, akkor az
ajas - - - ag sorozat Godel-szama legyen F(gy,...,gs).

gy a Peano-axiémarendszer nyelvének 0 = 0 formulja a 984150000000
Godel-szémot kapja, annak —(0 = 0) tagaddsa pedig a kovetkezot:

24019630336862971014344765625.

Ugyanilyen médon jelsorozatok sorozataihoz is Godel-szamokat rendeliink.

Jelolje Vilt(z) azt az (egyvaltozds) relaciét, hogy x egy valtozdjel Godel-
Szama.

1. Allitas. Valt(z) rekurziv reldcid.
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Bizonyitds. Valt(z) akkor és csak akkor teljesiil, ha = > 6 és 4|z — 6, ami
kénnyen lathatéan rekurziv. O

Jelolje Fiiggv(z) azt az (egyvaltozods) reldcidt, hogy = egy valtozdjel Godel-
Szama.

2. Allitas. Fiiggv(z) rekurziv reldcid.
Bizonyitas. Hasonléan. o

Hasonléan lathatd, hogy rekurzivak a kovetkezd relacick: Kif(z): = egy
kifejezés Godel-szama, Form(z): x egy formula Godel-szdma, Szabad(x,y): x
egy formula Godel-szama és y egy benne levd szabad valtozé Godel-szama,
Logax(z): = egy logikai axiéma Godel-szama, MP(z,y, z) z egy olyan formula
Godel-szama, amely modus ponens-szel keletkezett az x és az y Godel-szamu for-
muldkbdl, GEN(z,y) ugyanez generalizicéra. Ax(z): z a Peano-axiémarendszer
egyik axiém4janak Godel-szdma, Lev(z,y): = egy levezetés (tehdt egy sorozat)
Godel-szdma, y a végformulajaé. Utolsé relicionk Tétel(z): JyLev(y,z). Ez
4ltaldban nem lesz rekurziv, csak rekurzivan felsorolhaté. Erdemes megje-
gyezniink, hogy példaul a Peano-axiémarendszer akkor és csak akkor ellent-
mondésos, ha a fent emlitett parcidlisan rekurziv fiiggvény felveszi a féntebb
kiszdmolt 6rids szadmértéket, 24019630336862971014344765625-et. Hasonld alli-
tas igaz a halmazelmélet axiémarendszerére.

14 A reprezentacios tétel

A reprezenticiés tétel. Ha f(x1,...,x,) parcidlisan rekurziv figgvény, akkor
van a Peano-aziémarendszer nyelvén olyan ¢o(x1,...,%,,y) formula, hogy

(1) ha f(a1,...,a,) = b, akkor a természetes szdmok modelljén p(a1, ..., an,b)
teljestil;

(2) PA-bdl levezethetd, hogy minden x1,...,z, esetén legfeljebb egy y wvan,
amelyre (1, ...,Tn,y) fenndll.

Konnyt a tételre példdkat mondani: ha f(z) a +/z parcidlis fiiggvény, akkor
@o(z,y) lehet példdul z = y2. Altaldban is, ¢ tgy keletkezik, hogy ,,kiolvassuk”
f konstrukci6jat.

Bizonyitas. f felépitése szerint haladé indukcidval.
Ha f(z) = 0(z), akkor op(z,y)-nak vehetjik y = 0-t.
Ha f(x) = S(z), akkor ¢(z,y)-nak vehetjik y = S(z)-et.
Ha f = I, legyen formuldnk y = zn.
Ha f kompoziciéval all eld,

flz1,...,zn) = g(hl(xl, e ,mn),...,hm(:cl,...,mn))
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és g-t reprezentilja a 6 formula, hi,...,hm-et pedig rendre a 1,...,%¥n formula,
akkor vélasszuk az f-et reprezentalé ¢ formuldnak a kovetkezot:

Elzl---Elzm['(pl(xl,...,:cn,m)/\---Al/)m(ml,---,$n,2m)/\9(zl;---,zm:y)]-

Ha most f(ai,...,an) = b, akkor van b1,...,bm, hogy hi(ai,...,an) = b; (1 <
i < m) és g(bi,...,bm) = b igy p(ai,...,an,b) igaz. Mésrészt,ha ¢(z1,...,Tn, Y1)
és p(w1,...,Tn,y2) is fenndll, akkor az adddik, hogy Jz1---Jzm [0(z1, ey Zmy Y1) A

0(z1,- -, 2m, y2)] és igy y1 = 2.
Végiil, ha f minimalizdciéval adédik:

f(xl, s 755") = uy[g(wl, s 7mﬂ7y) = 0]
és g-t reprezentélja a 1 formula, akkor ¢(x1,...,Zn,y) legyen
Y(@1,-- 20, 9,0) A (V2 <) (3t # 0)p(21, ..., 20, 2, 1).

Annak igazoldsdhoz hogy ez valéban jé, legyen el6szor f(ai,...,an) = b. Ekkor
g(ai,...,an,b) = 0 igy 9¥(ai,...,an,b,0) igaz és a formula mdsik része is kénnyen
lathatéan igaz. Ha pedig p(z1,...,%n,y1) és ©(T1,...,%n,y2) tovdbbd y1 < ya, akkor
kiolvasva a formuldt v(z1,...,Zn,y1,0) teljesil és It # 0(z1,...,Tn,y1,t) is, ami

lehetetlen. O
Kovetkezmény. Ha R(z1,...,x,) rekurziv reldcid, akkor van olyan Peano-beli
(21, ..,Ty,) formula, hogy tetszéleges ai,...,a, természetes szdmok esetén

ha R(a,...,ay) fenndll, akkor p(ay,...,a,) igaz;

ha R(aq,...,a,) nem dll fenn, akkor p(ai,...,a,) nem igaz.

Bizonyitds. R rekurziv, igy van olyan f rekurziv fiiggvény, hogy f(z1,...,z,) =
1 akkor és csak akkor ha R(zq,... ,:En) fenndll. Ha 1 reprezentdlja f-et, akkor
legyen ¢ a kovetkez6: ¢(x1,...,%n,1). O

15 A nem-teljességi tétel

Kéne egy tolmacs, hogy megmondja
neki, kell egy tolmacs.
(A végsd visszaszimlilas)
Godel nem-teljességi tétele. Ha a Peano-aziomarendszer ellentmonddsmen-
tes, akkor van olyan zdrt formula, amely nem levezethetd és nem is cdfolhato.

Bizonyitds. Legyen w(u,y) a kivetkezd reldcié: u a legfeljebb egy szabad
valtozdt (ezt jeloljik z-szel) tartalmazé ¢(z) formula Godel-szdma és y ¢(u)
egy levezetésének Godel-szdma. w(u,y) rekurziv relacid, igy a reprezenticids
tétel kovetkezménye segitségével taldlhatunk olyan ¥(u,y) formulédt, amely azt
reprezentalja. Legyen 6(u) a kovetkez6 formula: Vy—P(u,y). Ennek egy szabad
véltozéja van: u. Tegyiik fel, hogy Godel-szama g. Nézziik 6(g)-t! Ha a Peano-
axiémarendszer ellentmonddsmentes, akkor 6(g) és —6(g) kozil csak az egyik
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lehet levezethetd, és persze annak kell igaznak lennie a természetes szamok
modelljén.

Tegytik fel elészor, hogy 6(g) igaz. Ekkor tehat Vy—¥(g,y), azaz semmilyen
y nem koédolja (g) egy levezetését, az tehdt nem levezethetd.

Tegyiik fel végiil, hogy —0(g) igaz. Ekkor van olyan y természetes szam,
amire ¥(g,y) igaz, tehit w(g,y) igaz, tehat y 6(g) egy levezetését kddolja, ami
ellentmondas. O

Godel valéjdban dltalanosabban mondta ki és bizonyitotta tételét. Az okos-
kodas végigvihet6 a Peano-axiomarendszer helyett barmilyen elsérendd nyelv
barmilyen axiémarendszerével, feltéve, hogy az ellentmonddsmentes, az axiémdk
Godel-szdmai rekurziven felsorolhat6 halmazt alkotnak (azaz, az axiémarendszer
elegendden szabdlyos”), és a rendszerben felépithetd a szdmelmélet (azaz a
rendszer ,.eléggé kifejezd”). Ilyen rendszer példaul a Peano-axiémarendszer
barmely véges bovitése, a halmazelmélet axiomarendszere, vagy annak barmely
véges bovitése. Tehat a nemteljességi tétel azt is kimondja, hogy ha a hal-
mazelmélet axiémarendszeréhez hozzavessziik a kontinuumhipotézist, és akar-
hény tovabbi allitdst, mindig marad eldénthetetlen probléma, legalabbis, amig
rendszeriink ellentmondasmentes marad.

Hadd idézzem ide Péter Rézsa szuggesztiv leirasiat Godel tételérol.

Es amint Godel az ilyen kétértelmii jelsorozatokkal és a nekik
megfelel szdmokkal jatszadozott, rdbukkant egy szdmra — mond-
juk, hogy ez 8 millidrd; valéjaban pontosan tudjuk, hogyan épiil fel
torzstényezokbdl, de a kiszamitdsdhoz egy emberélet sem volna elég
— és észrevette, hogy ez a kovetkezbket tudja: Ha az el6bb targyalt
mondat mintdjara a rendszer jeleivel irjuk fel ezt a metamatematikai

allitdst:
,,A 8 millidrdnak megfelelé formula nem bizonyithaté be a rend-
szerben”

— és megnézziik, hogy az igy nyert formulanak a szétar szerint milyen
szam felel meg, amulva fogjuk tapasztalni, hogy éppen 8 millidrd.
Tehét a ,,8 millidrdnak megfelel6 formula”: maga ez a formula. fgy
0 kereken ezt mondja ki az egyik értelmével:

,,En magam nem vagyok bizonyithatsé.”

16 Diofantoszi halmazok

Definicié6. Az A C N halmaz diofantoszi, ha van olyan egészegyiitthatds
p(1,...,Tn,y) polinom, hogy

A:{yEN: van;cl,...,:cnEN,hogyp(ml,...,:cn,y)zo}.
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Koénnyen lathat6, hogy példaul a péaros szamok halmaza, vagy a négyzet-
szamoké, diofantoszi. Tovabbi ilyen példa a 2-hatvanyok halmazanak kom-
plementere, vagy példdul a Fibonacci-szdmok halmaza (felhasznélva, hogy =
Fibonacci-szdm akkor és csak akkor, ha z2 — zy — y? = 1 megoldhatd).

Minden diofantoszi halmaz parcidlisan rekurziv fliggvény értékkészlete, tehét
rekurzivan felsorolhaté. A huszadik szdzad matematikijanak egyik leglatvanyo-
sabb eredménye, hogy ez megfordithatd.

Tétel. (M. Davis, J. Robinson, H. Putnam, J. Matyijaszevics) Minden rekurziven
felsorolhatd halmaz diofantoszi.

Kovetkezmény. Nincs olyan algoritmus, amely minden diofantoszi egyenletrdl
eldéntené, hogy megoldhato-e.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6zd tételt olyan rekurziven felsorolhaté hal-
mazra, amely nem rekurziv.

Kovetkezmény. Minden A C N rekurziven felsorolhaté halmazhoz létezik
olyan egész egyiitthatés ¢(x1,...,z,) polinom, amelynek az értékkészletének
N-be es6 része A.

Bizonyitas. Ha
A={yeN:p(zi,...,Tn,y) = 0 megoldhaté},

akkor A a g polinom értékkészletének N-be es§ része, ahol ¢(z1,...,Zn,y) =
(+1)(1-p*@1,- -, 20,9)) — 1.

fgy a fentiek alapjan a Fibonacci szamok halmaza is megadhatd, mint egy
polinom értékkészletének N-be es6é része. Hasonlé példa a primszidmok hal-
mazéra is adhaté (primképlet!): a (k+ 2){1 — [wz+ h +j — ¢]* — [(9k + 29 +
k+1)(h+j)+h—22-]2n+p+qg+z—e> - [16(k+1)3}(k+2)(n+1)>+1—
2 —le2le+2)(a+1)2+1-0%2—[(a® = 1)y® + 1 —2%)? — [16r%y%(a® — 1) +
11—’ —[((a+u? (W —a))* = 1)(n+4dy)* +1 — (x+ cu)’? = [u+1+v—y]* -
[(@®> -2 +1-m?P? —[ai+k+1-1—-i>—[p+l(a—n—1)+b(2ap + 2a —
p? —2p—2) —x)®—[2 +pl(a—p) +t(2ap — p*> — 1) — pm)?} polinom nemnegativ
értékeinek halmaza éppen a primszamok.

Egy maésik, még érdekesebb kdvetkezmény, hogy van olyan tobbvaltozds,
egész egylitthatds polinom (és konkrétan meg is adhatd), amely akkor és csak
akkor veszi fel a 0 értéket, ha ellentmondéds van a Peano-axiémarendszerben.
Hasonlé allitds igaz a halmazelmélet axiémarendszerére (méasik polinommal).

Feladatok. 1. Léssuk be, hogy a péaros szdmok halmaza diofantoszi !
2. Lassuk be, hogy a kettéhatvanyok halmazinak komplementere diofantoszi !
3. Lassuk be, hogy a Fibonacci szdmok halmaza, diofantoszi !

4. Tegyilik fel, hogy A, B C N diofantoszi. Lassuk be, hogy AU B, AN B is
diofantoszi !
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