Feladatok (2020. méjus. 21.)

1. Legyenek n, k pozitiv egészek, melyekre n > 2k, és jelolje Z,, ;, a kovetke-
z0képpen megadott grafot.

V(Zni) =[n]={1,2,...,n},

E(Znk) ={ij i, j € [nl,k <|i—j| <n—k}
Adjuk meg xf(Z, ) értékét!

2. Hatarozzuk meg a Grotzsch graf tort kromatikus szamaét!

(A Grotzsch graf a Cs korbél a Mycielski konstrukciéval el6allé graf. Az
a G graf tehdt, amely, 11 csucsét a, b, c,d,e,a’, V', ,d', e, z-vel jelolve, a
kovetkezd médon adhaté meg: Az a,b,c,d,e pontok egy 6t hosszu kort
feszitenek. Az a/,b',c’,d’, e’ csicsok mindannyian Ossze vannak kotve z-
vel, tovabbd vessz6tlen parjuknak az {a,b,c,d, e} halmazban levé szom-
szédaival. Tehdt példdul a’ szomszédai b,e és z — feltételezve, hogy a
szomszédai az {a,b, c,d, e} halmazon feszitett Cs-ben b és e.)

3. Jeldlje G,, azt a grafot, ami a K, teljes grafbdl ugy jon létre, hog annak
minden élét egy hérom élbdl 4ll6 tttal helyettesitjik. (G, cstcsainak
szdma tehdt n + 2(3) = n?.) Mutassuk meg, hogy minden rogzitett b
pozitiv egészhez 1étezik olyan ng, hogy n > ng esetén

Xb (Gn) = 3b.



A 3. feladat megoldasa

Az, hogy xu(Gr) < 3b minden n-re igaz: szinezziik az eredeti, tehdt a K-
hez tartozo csicsokat az 1,2, ...,b szinekkel, az eredeti éleket felosztd csiicsok
egyikét minden ilyen él esetén a b+ 1,0+ 2,...,2b szinekkel, masikit a 2b +
1,2b+2,...,3bszinekkel. Konnyti ellendrizni, hogy ez j6 b-szeres szinezés, tehat
a létezése igazolja hogy x»(Gr) < 3b.

Megmutatjuk, hogy ha n > (*,1), akkor x4(G.,) > 3b is igaz, vagyis 3b— 1 szin

nem elég. Tegyiik fel, hogy sikertilt ennyi szinnel megadni egy b-szeres szinezést.
Ekkor n megviélasztisa és a skatulyaelv alapjan addédik, hogy lesz két eredeti
(tehét mar a K,-ben is szerepld) csues, amik ugyanazt a b szint kaptdk, alkossak
ezen szinek a B halmazt. (Tehdt |B| = b.) De akkor az el6bbi két csics kozott
eredetileg levo élt feloszto két pont egyikén sem szerepelhet mar B-beli szin. Ha
a rajtuk levd szinek halmaza A és C, akkor tehdt ANB = () és CNB = (). De ez
a két csics szomszédos, tehdt ANC = ) szintén fonnall, vagyis |AUBUC| = 3b,
tehat mégsem lehetséges, hogy csak 3b — 1 szint hasznaltunk. QED

(Az els8 két feladatot a gyakorlaton megoldottuk, ez a felvételen megnézhetd.)



