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1. OsszefiiggGség

1. Definicié. Legyen (X, 7) topologikus tér, A C X. A dsszefiiggd, ha A nem
fedhetd le két diszjunkt nem tres nyilt halmazzal. Az (X, T) tér dsszefiiggd, ha
X 0dsszefiiggd.

Megjegyzés: A akkor és csak akkor osszefiiggs, ha az altér topologidban A
Osszefiiggs tér.

Emlékeztets: (X, 7) diszkrét, ha 7 = P(X).

f X =Y diszkrét értéki, ha Y diszkrét topologikus tér.

Két elemt diszkrét tér: 2 = ({0,1}, P({0,1})) .

2. Tétel. Legyen (X,7) topologikus tér, A. Ekkor az aldbbi dllitisok ekvi-
valensek:

1. A dsszefiiggd;
2. ha f: A— 2 folytonos, akkor f konstans;

3. ha D diszkrét tér, f : A — D folytonos, akkor f konstans.

Bizonyitds: 1 = 3: Tegyiik fel, hogy A Osszefiiggs és legyenf : A — D
folytonos. Indirekt tegyiik fel, hogy f nem konstans, ekkor van a # b € Ran(f).
Legyen U = f~(a),V = f~1(Ran(f)\{a}). D diszkrét, f folytonos, ezért U,V
nyilt. Az a,b pontok valasztasa miatt U # 0,V # 0, igy ellentmondéasra jutot-
tunk.

3 = 2 : Trivialis.

2 = 1 : Tegyiik fel indirekt, hogy 2 teljesiil, de 1 nem. Ekkor van U # 0,V #
nyilt, hogy UNV =0, ACUUV. Legyen f: A — 2:

0 ha acU
f(a)_{l ha acV.

U,V # (), ezért f nem konstans, f folytonos, mert U,V nyilt. Ezzel ellent-
mondasra jutottunk, vagyis a tételt belattuk. m

3. Tétel. Osszefiiggs halmaz folytonos képe dsszefiiggd.



Bizonyitis: Legyen (X,7),(Y,0) topologikus tér, A Osszefiiggs. Legyen g :
f[4] — 2 tetszoleges folytonos fiiggvény. gof : A — 2 folytonos és A Gsszefiiggd,
ezért g o f konstans. Tegyiik fel indirekt, hogy a,b € f[A] ahol g(a) # g(b)
teljesiil. Ekkor Ja’, b’ € A, melyekre f(a') = a, f(V') =bigy go f(a’) # go f(V),
ami ellentmondés, vagyis a tételt belattuk. m

4. Tétel. Legyen (X, 1) topologikus tér. Vi € I-re legyen A; C X dsszefiiggd.
HaVi,jeI-re A;NA; # 0, akkor UA; éGsszefiiggd.

Bizonyitas: Legyen f:|J;c; Ai — 2 folytonos. Legyen a,b € | J;; Ai, ekkor ha
f(a) = f(b) teljesiil, készen vagyunk. Van ¢,5 € I hogy a € A;,b € A;.

L. eset: i = j. Ekkor f|, konstans, mert A; Osszefiiggs, igy f(a) = f(b).

2. eset: ¢ # j. Van c € A; N A;. El6z6 esetbdl ekkor f(a) = f(c) és f(c) = f(b),
azaz f(a) = f(b). m

5. Definicié. a ~ b ha van dsszefiiggé A C X, hogy a,b € A.

6. Tétel. Legyen (X, 7) topologikus tér. Ekkor
1. ~ ekvivalencia reldcio
2. a ekvivalencia osztilya | J{A C X : a € A, A ésszefiiggd}.

Bizonyitds: 1. ~ reflexiv: ha ¢ € X, akkor {c} Osszefliggs, emiatt ~ reflexiv.
~ szimmetrikus: triviélis.

~ tranzitiv: az el6z6 allitas két halmazra torténd alkalmazasabol adodik.

2. Legyen B a ekvivalencia osztalya. Az el6z6 allitas miatt A’ = (J{A : a €
A, A Osszefliggs} egy Osszefliggs halmaz, ezért A’ C B. Forditva, ha b € B,
akkor van Gsszefiiggs C, hogy a,b € C. Ezért b e C C A'. Igy B C A’ teljesiil.
n

7. Allitas. [0,1] C R a szokdsos topoldgidban Gsszefiiggd.
Bizonyitds: Indirekt tegyiik fel, hogy [0, 1] nem Gsszefliggs. Van nyilt U,V # ()

melyekre UNV = (), UUV 2 [0, 1]. Legyen f : [0,1] = R, f(a) = { (1) ﬁz Zig :

f folytonos, mert U, V nyilt. Igy a Bolzano tétel miatt 3c € [0, 1], hogy f(c) = 3.
ez pedig ellentmondés. m

8. Definicié. Legyen (X, 7) topologikus tér, A C X. A ivszeriien 6sszefiiggd,
haVa,b € A van f:[0,1] — X, hogy:

o f folytonos,
e f(0)=a, f(1) =0,
e Ran(f) C A.
Példak:

e R" konvex részhalmazai ivszertien Osszefiiggsek.



o A C R” csillagtartomany, ha van a € A hogy Vb € A-ra ab szakaszC A. A
csillagtartomanyok ivszertien Osszefiiggsek.

9. Lemma. Legyen (X, 7) topologikus tér, A, B C X fdvszerden dsszefiiggdek.
Ha AN B # 0, akkor AU B fvszeriden dsszefiiggd.

Bizonyitds: Legyen a,b € AU B.

1. eset: a,b € A vagy a,b € B. Van f : [0,1] — X folytonos, melyre f(0) = a
és f(1) = b.. Ekkor Ran(f) C AU B, amibdl kovetkezik az allitas.

2.eset: Pl.: a € A,b € B. Van ¢ € AN B. Ekkor f-el dupla sebességgel menjiink
a-bél c-be, c-bdl pedig b-be igy teljesiil az &llitas. m

10. Definicidé. Legyen (X, 7) topologikus tér,a,b € X. a ~¢ b ha van A C X
ivszeriden dsszefiiggd, melyre igaz, hogy a,b € A.

11. Tétel. ~q ekvivalenciareldicid (a ekvivalenciaosztdlya a ivszerd dsszefiig-
g0ségi komponense).

Bizonyitds:

~ reflexiv: {a} ivszeriden Osszefliggs (konstans fliggvény mutatja).

~o szimmetrikus: Tegyiik fel, hogy a,b € X és a ~¢ b. Van ivszertien Gsszefiiggd
A, hogy a,b € A és van folytonos f : [0,1] — X, hogy: f(a) = 0, f(1) =
b, Ran(f) C A. Legyen g(t) = f(1 —t) ekkor g mutatja, hogy b ~q a.

~q tranzitiv: El6z8 lemmébol adodik. m

12. Tétel. Legyen (X, 1) topologikus tér, A C X. Ha A ivszerien dsszefiiggd,
akkor A Gsszefiiggd.

Bizonyitds: Tegyiik fel indirekt, hogy A ivszertien Osszefliggd, de nem Ossze-
fiiggs. Emiatt van nem konstans f : A — 2 folytonos. Ja,b € A : f(a) # f(b).
A ivszertien Osszefiiggs, ezért van g : [0,1] — A folytonos, hogy Ran(g) C
A,g(0) = a,g(1) = b. fog: [0,1] — 2 folytonos, f o g(0) # f o g(1), ami
ellentmondas, mert [0, 1] Gsszefiiggs. m

Kovetkezmény: a ~yg b= a ~b.

Megjegyzés: Az el6z6 allitas megforditasa nem igaz, van Osszefiiggs, de nem
ivszertien Osszefiiggs tér.

13. Allitas. Legyen X = [0,1] x [0,1] és tekintsiik a lexikografikus rendezést.
Legyen T az ehhez tartdzo rendezés topoldgia. Ekkor (X, T) 0sszefiiggd, de nem
ivszerien Gsszefiggd.

Bizonyitds: HF.m



