2. elGadas

Kornyezetek

Definicié. Legyen (X, T) topologikus tér, a € X, N C X. N kornyezete a-nak,
ha 3U € 7, amire a € U C N.

Definicié. B, C P(X) az a pont kérnyezetbizisa, ha
(i) VYa-ra B, kérnyezete a-nak,
(i) ha N kérnyezete a-nak, akkor IM € B,, amire M C N.

Definicié. f: X — Y folytonos a € X-ben, ha VN-re, ami kirnyezete f(a)-
nak, f~1(N) kirnyezete a-nak.

Allitas. Az aldbbiak ekvivalensek:
(i) [ folytonos a-ban,

i) ha By kornyezetbizisa f(a)-nak, akkor VN € Byi,y-re f~1(IN) kirnyezete
f(a) f(a)
a-nak.

Bizonyitds. Mindkét iranyt bizonyitanunk kell:

a) (i) — (it) Ha N € Bj(q), akkor N kornyezete f(a)-nak. Ebbdl (i) alapjan
f~Y(N) kirnyezete a-nak.

b) (ii) — (i) Legyen N kornyezete f(a)mak. Ekkor IM € By(,), hogy
M C N. (i) alapjan f~1(M) kornyezete a-nak, vagyis 3U C f~1(M),
U € 7. Ekkor U C f~Y(N), vagyis f~1(N) is kdrnyezete a-nak.

O

Tétel. (X, 7) és (Y, 0) topologikus terek kozott hatd f fiigguényekre: f folytonos
< f X minden pontjiban folytonos.

Bizonyitds. Megint két részben bizonyitunk:

a) Tegyiik fel, hogy f folytonos. Legyen a € X tetsz6leges, valamint N
kornyezete f(a)-nak. Ekkor 3M € 7, amire M C N, és f(a) € M. Mivel
f folytonos, ezért f=1(M) nyilt és a € f~1(M), tehat f~1(M) kdrnyezete
a-nak.

b) Tegyiik fel, hogy f X minden pontjaban folytonos. Legyen U € o nyilt
halmaz. Azt kell belatnunk, hogy f~1(U) € 7. Mivel f minden X-beli
pontban folytonos, igy folytonos f~'(U) pontjaiban is. Ezért minden
i € f~1(U)-hoz van olyan V; € 7 nyilt halmaz, melyre i € V; C f~1(U)
(hiszen U kornyezete f(i)-nek). Ekkor f~Y(U) = U f~'(V;), ami

i€ f-1(U)
nyiltak uniéja, vagyis nyilt. (



Térkonstrukciok

Definicid. Legyen (X, 1) topologikus tér, valamint Y C X. A topoldgia megszoritdsdt
Y-ra az aldbbi modon értelmezzik: 7|y, ={Y NU : U € 7}.

Allitas. 7|, topoldgia.

Bizonyitds. Elszor is, Y és () benne vannak 7|y -ban, hiszen Y = X NY és
0=YNDés X,0cr.

Ha U,V € 7|y, akkor Ja,b € 7, hogy U =anNY,V =bNY. Ekkor UNV =
(and)NY,ezert UNV € 7|y

Ha Vi € I-re U; € 7|y, akkor Vi-re Ja; € 7, hogy U; = a; NY. Ezek unidja:
UUi= U (@nY)=YN(U a;). (U a;) pedig 7-beli, igy |J U; is 7|y -beli. O

el el iel iel el

Definicié. (Y, 7|y ) az (X,7) Y-hoz tartozd altere.

Allitas. Legyen (X, T) topologikus tér, valamint Y C X és o topoldgia Y -on.
Ekkor az alabbi dllitasok ekvivalensek:

(i) o=1ly

(i) tartalmazds szerint o a legszikebb olyan topoldgia, amelyen id :' Y — X
folytonos.

Bizonyitds. A (i) — (4) allitas konnyen adodik, igy csak (i) — (i¢)-t részletezziik.
Legyen U € 7 tetsz6leges. Ha id folytonos, akkor id™'(U) = U NY € o, tehat
ha id folytonos, akkor 7|, C 0. Ebben id folytonos. O

Definicié. Legyen (X;,7;), (i € I) topologikus terek sorozata. A terek direktszorzatdin
a ([ Xi,7) teret értjiik, ahol T az a topoldgia, melynek bizisa: B = {[[ U; :

icl icl
Vi U; € 1; AVi € I U; = X; véges sok kivétellel}. Ezt a bazist a direktszorzat
kanonikus (természetes) bdzisinak nevezziik.

Allitas. B topoldgia bdzisa.

Bizonyitds. Ehhez elég azt megmutatni, hogy véges metszetre zart. Ez pedig
teljesiil, ugyanis B-beli elemek véges metszetében is véges sok helyen szoritjuk
meg X;-t valamely nyilt részhalmazara. O

Allitas. Az el6z6 definicid jeloléseit megtartva, legyen m; H X; — X; az
i-edik projekcio. Ekkor: e

(i) Vi-re m; folytonos,

(1) 7 a legkisebb topoldgia (tartalmazds szerint), melyre (i) teljesiil.
Bizonyitds. (i) Legyen U € ;. Ekkor 7; '(U) = [ X; x U; € 7, vagyis

Jel,j#i
nyilt halmaz Gsképe nyilt, igy m; folytonos.



(1) Legyen o olyan topologia a direktszorzaton, melyben minden 7; folytonos
és legyen i € I rogzitett. A célunk megmutatni, hogy 7 C o.
Ha m; folytonos o-rél 7;-re, akkor YU € 1;-re: X7 X Xg x ... x U x X; =
[ X: x U € 0. Mivel o véges metszetre zart, ezért 7 kanonikus bazisa
i#]
részhalmaza o-nak; emiatt 7 C o.
O

Tétel. Tegyiik fel, hogy Vi € I-re 3f; : (Y,0) — (X;, 1) folytonos fiigguény.
Ekkor g : Y — (]] Xi,7) folytonos figgvény.

icl
Bizonyitds. Legyen g: Y — [ X;, g(a) = (fi(a) : i € I).

icl

Elegend§ azt megmutatnunk, hogy g tetszéleges a € Y-ban folytonos; rogzitsiink
egy ilyen a-t és g(a) egy N kornyezetét. Mivel N kornyezet, ezért U € 7 :
gla) €U C N.
U a kanonikus bézis egy eleme, ezért igy irhato: U = X; x ... xU;; x...xU;, %
X

j....

Az fgl (Ui), £ Usy), - - - f;l(Uin) halmazok mind nyiltak és @ mindnek eleme.

K3

Ezért a € () fi,(Ui,) C g~ 1(N). Tehat g~ (V) kdrnyezete a-nak. O
k=1

Feladatok

1. Legyen (X, 7) és (Y,0) két topologikus tér, valamint A C X és B C Y.
Lassuk be, hogy Txxy |axs =7|a X o|B.
Otlet: ldssuk be, hogy a B = {UxV : U € 7|a,V € o|g} mindkét
topoldgidnak bdzisa.

2. Legyen szintén (X, 7) és (Y, o) topologikus terek, valamint W bazis 7-ban
és Z bazis o-ban. Lassuk be, hogy a {U x V : U € W,V € Z} bazisa
7 X o-nak.



