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Homoto6piak
A kovetkezs fogalmakat érdemes ugy elképzelni, hogy X = R”, Y = RF:

1. Definicié. Legyen (X, 7) és (Y,0) topologikus tér.
Legyenek f,g: X — 'Y folytonosak. [ és g homotdpok egymdssal, ha

Jh: [0,]]xX — Y folytonos :
Ve €X: h0,z)=f(z), h(l,2) = g(z).

1. Jelolés. f ~ g: f és g homotdpok. [ ~p g: f és g homotdpidjat h tanisitja.

A homotopia tulajdonképpen azt jelenti, hogy h "at = 0 és a t = 1 pillanatok
kozott folytonosan atdeformalja f-et g-be".

o(x) = h(t,z) (t rogzitett) a deformacio t-edik pillanataban keletkezs fiiggvény,
¥(t) = h(t,x) (z rogzitett) az x paraméterd pont palyaja.

1. Allitas. A homotdpia ekvivalenciareldcid.

1. Bizonyitas. A reflezivitds vildgos: f ~ f. A megfelelé homotdpia: h(t,x) =
f().

Szimmetria: ha f ~yp, g, legyen h'(t,x) = h(1 — t,x). Ekkor g ~p h.
Tranzitivitas: ha f ~n, g, g ~n, j, "dupla sebességgel deformdljuk f-et g-be,
majd g-t j-ba, végil ezeket fizzik dssze':

legyen

Wt z) = hi(2t,x), ha h <
" ha(2t, ), ha h >

NN

Ekkor f ~p, g.

1. Megjegyzés (Allitasnak tilzas). Legyen X = {1} egyponti tér!
(Y, 1) dvszerien dsszefiiggs < ¥V f,g: X —'Y esetén f és g homotdpok.

Erre indoklast jelent, hogy f, g formalisan 1-, val6jaban 0O-valtozosak. Igy az
X x [0,1] direktszorzat tulajdonképpen 1-valtozos, azaz azonosithato [0, 1]-el.



2. Megjegyzés (Teljes trivialitas, biivészkedés a jelolésekkel.). Ha f : X —
Y figgvény, akkor f € YX. Ha (Y,0) topologikus tér, akkor ez a hatvdiny
automatikusan rendelkezik a szorzattopoldgidval.

2. Allitas. Ha f,g: X — Y, f ~ g, akkor f és g YX-nek ugyanabban az
fvszerien dsszefiiggd komponensében van.

2. Bizonyitas. Ha f ~y, g, akkor legyen b’ : [0,1] — Y X,
R (t) = ¢, ahol Va : o (z) = h(t,x). Ekkor h'(0) = f, h'(1) = g. Kell még: 1’/
folytonos.
Vo € X-re legyen I, : YX — Y az x. projekcio: 11, (f) = f(x). Vegyiik észre,
hogy

W(t)=pr=Malp) : x€X). ()

(1 mint vektor azonos a koordindtdival.)

IL (1) = @i(x) = h(t, x.)

Régzitett x-re ez t-tdl folytonosan fiigg, mert h kétvdiltozos folytonos fiigguény. A
direkt szorzat bevezetésénél meggondoltak szerint (x) jobb oldala t-tél folytonosan

fiigg.

Az el6z6 allitas megforditasa nem igaz: ha f, g YX ugyanazon ivszertien dsszefiiggs
komponensében vannak, nem biztos, hogy homotépok.

1. Hazi feladat. Adjunk példdt arra, hogy f,g az YX wugyanazon ivszerden
dsszefiiggd komponensében vannak, de nem homotdopok. Otlet: tekintsiik az

1
f,9:[0,1] 5 R: f=0, g() =0, haz <=, g(x) =1, ha:c>§

N~

fiigguényeket.

3. Megjegyzés. Van arra is példa, hogy két figgvény folytonos, eqy ivszerien
dsszefliggd komponensben vannak, de nem homotopok.

2. Definicié (Emlékeztets). Legyen (X, T) topologikus tér, legyen A C X. A
egyszeresen 0sszefiiggd, ha Vf : S' — X, ran f C A folytonos fiiggvényhez
Jg: B2 — X folytonos: g|s1 = f.

3. Definicié. f : X — Y pontra hizhato, ha f homotdp valamely konstans
fiiggvénnyel.

1. Tétel. Legyen (X, 1) topologikus tér, A C X. Fkvivalensek:
10 A egyszeresen dsszefiggd,

20 Ha f : S' — A folytonos, akkor f pontra hizhaté (minden A-beli zdrt
gorbe pontra hizhatd).



3. Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy S', B? origd kézépponti, egységsugari. Poldrkoordindtdkkal
dolgozunk.
10 = 20 : Tegyiik, fel, hogy A C X egyszeresen dsszefiiggé. Legyen f : ST — A
folytonos, kell: f pontra hizhats. Legyen g : B?> — A folytonos kiterjesztése
f-nek. Legyen
h(t, o) = g((1 —t)cos p, (1 —t)sin ).

(St pontjait azonositjuk poldrkoordindtdikkal.) Vildgos, hogy h folytonos.

h(0, ) = g(cos ¢, sin @) = f(¢)
h(1,9) =g¢(0,0), ez ¢ — ben konstans!

Igy f homotépia f és a konstans g(0,0) fiigguény kozott. (Ahogy egyre kisebb
sugari kéroket veszink, a végén egy ponthoz jutunk).
20 = 10 : Legyen f : S' — A folytonos. Kell g : B> — A folytonos, amely
kiterjeszti f-et: glsr = f. 2° miatt 3h : [0,1] x St — A folytonos figgvény,
hogy

Vo h(0,¢) = f, h(1,¢) =P,

ahol a P pont nem fiigg p-t6l. Legyen
g:B* — A, g(t cos p,t sin ) = h(1 —t,9).
g folytonos. Kiterjeszti-e f-et?
g9(1cos @, 1sin ) = h(0,¢) = f(p),
ezért glsr = f.

g joldefinidlt: ha t =0, akkor g(0 cos ¢,0 sin @) = h(1, ), ez nem figg p-tdl,
ezért nem baj, hogy az origénak tobb poldrkoordindtdja van. Kész!

2. Tétel (Jordan gorbe-tétele, nem bizonyitjuk). Legyen f : S' — R2
folytonos, injektiv figguény. R*\ranf-nek pontosan 2 db ivszerien Gsszefiiggd
komponense van, ezek kéziil pontosan eqy korldtos, ez f belseje.

3. Allitas. Ekvivalensek:
19 A C R? egyszeresen dsszefiiggd,
20 Ha f:S' — A folytonos és injektiv, akkor f belseje részhalmaza A-nak.

4. Bizonyitas (Vazlat). 1° = 29 : Legyen f : S — A folytonos, injektiv.
Ekkor van g : B® — A folytonos: g|ls1 = f. Megmutathatd, hogy ran g =
f belseje.

20 = 10 : Legyen f : S' — A folytonos. Megmutathatd, hogy f homotdp egy
folytonos injektiv f'-vel. 2° miatt f belseje C A, # 0. Ekkor f' és igy f is
osszehiizhato [’ belsejének tetszéleges pontjdra. Kész.

A fundamentalis csoportok elmaradnak, kivetkezs 6ran mar a kompaktsaggal
fogunk foglalkozni. Zarasul egy



1. Erdekes feladvany. A falba be van verve két szig. Hurkoljuk dt a képet
tartd fonalat a két szogon gy, hogy a kép maradjon a falon, de bdrmelyik szdget
kihizva essen le. (Gyakorlatban megvaldsithato eljdrdst adjunk meg!)



