Régebbi Matek M1 zh-k

Elemi grafelméleti tudnivaldkkal, fakkal,
Euler- és Hamilton-utakkal /korokkel,
elemi valészintiiségszamitasi tudnivalokkal
kapcsolatos feladatai.

Grafok

1. TIgazoljuk, hogy nincs olyan 11 pontu graf, mely izomorf lenne a komplemen-
tumaval.

2. Legyen n adott természetes szdm, és legyen V' az n-hosszi (0, 1)-sorozatok hal-
maza. A G graf csucshalmaza V', és két csics pontosan akkor van Osszekotve, ha
(mint sorozatok) 1 helyen térnek el. Mely n értékekre tartalmaz G Euler-kéroket ?
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3. lIgazoljuk, hogy ha egy n cstucsu grafnak legalabb nQn—{— darab éle van,

akkor a grafban van Hamilton—kér.([jtmutatés: hany éle lehet legfeljebb egy olyan
grafnak, melyre nem teljesiil a Dirac-feltétel ?)

4. A G graf cstcsai az {1,2,3,4,5} halmaz 3-elemi részhalmazai; az a # b csicsok
kozott pontosan akkor van él, ha a Nb # 0. Igazoljuk, hogy G izomorf Kjp-el.

5. A legaldbb 3 csticsu G grafra teljesiil, hogy tetszoleges csiicsat elhagyva a maradék
grafban van Euler-kor. Igazoljuk, hogy van olyan paros n szam, melyre K, és G
izomorfak.

6. Legyen A = {1,2,...,2016}. A G graf cstcsai az A x A halmaz elemei; az
(a,b) és (c,d) cstucsok kozott él van, ha a — ¢ nem oszthaté 3-al, és b # d. Van-e
G-ben Hamilton-kor ?

7. A G graf cstucsai az {1,2,3,...,2016} halmaz 3-elemii részhalmazai; az a # b



csticsok k6zott pontosan akkor van €l, ha az a-beli és 0-beli szamok Gsszege egyarant
paros, vagy egyarant paratlan. Osszefiiggé-e a G gréaf 7

8. Adjunk példat olyan G grafra, melyben van Hamilton-kor, de nem teljesiil ré
az Ore-feltétel.

9. Adjunk példat olyan G grafra, melyben van Euler-kor, de nincs Hamilton-kor.
Indokoljunk.

1. Tgazoljuk, hogy ha G = (V| E) egy n-csicsu fa, akkor
> d(x) =2n-2.
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10. A 2017-regularis G graf komplementuma 2016-regularis. Igazoljuk, hogy G-
ben van Hamilton-kor.

11. A G graf csicsai az A = {1,2,...,10} halmaz 2-elemii részhalmazai; az x,y
csucsok kozott pontosan akkor megy él, ha |z Ny| = 1. Van-e Euler-kér G-ben 7
Indokoljunk.

12. Van-e olyan 100-csticst G graf, hogy G-ben és G komplementumaban is van
Euler-kor 7 Indokoljunk.

13. Igazoljuk, hogy ha egy G grafnak 10 csticsa és 38 éle van, akkor G-ben van
Hamilton-kor.

14.  Adjunk példat két, azonos csicsszamdi, 3-regularis nem izomorf grafra. In-
dokoljunk.

15. Igazoljuk, hogy ha egy n-csicsi G grafban minden pont foka legaldbb %n, akkor
G-ben legalabb 1—"2 darab kilonboz6 Hamilton-kor van.



16. Van-e olyan 5-pontu fa, mely izomorf a komplementumaval? Indokoljunk.

17. Legyenek G;, Go, G3 olyan grafok, hogy G; = Gy és G = Gs. Igaz-e, hogy
ekkor G; = G357 Indokoljunk.

18. A G gréf csicsai az {1, 2, 3, ..., 2018} halmaz olyan 3-elemii részhalmazai, melyek-
ben a legnagyobb elem legalabb 10; az a # b cstcsok kozott pontosan akkor van él,
ha a a és b legnagyobb elemei egyenléek. Van-e G-ben Euler-kor? Indokoljunk.

19. A Dirac-feltétel ellenérzésével (vagy barmilyen mas moédon) igazoljuk, hogy
barmely, legalabb 6 cstcsi, 3-regularis graf komplementuma 6sszefiiggo. Indokoljunk.

Valoszintliségszamitas

20. Egy piros, és egy kék dobdkockaval dobunk. Jelolje A azt az eseményt, hogy a
kék kockaval dobott szam paros, B pedig azt az eseményt, hogy a dobott szamok
osszege legalabb 10. Fiiggetlen-e A és B 7

21. Egy autébusz munkanapja soran 16-szor jarja be utvonalat. Egy-egy alka-
lommal p = 0,1 valészintiséggel érkezik késve a végédllomasara. Adjuk meg annak
valészintliségét, hogy egy munkanapja soran pontosan 3 alkalommal érkezik késve a
végallomasara.

22. A [0,1] valds intervallumban egyenletes eloszlas szerint véletleniil valasztunk
két szamot, £-t és n-t. Legyen az A esemény az, hogy £ +1n < %, a B esemény pedig
az, hogy & < %. Fiiggetlen-e A és B 7

23. Visszatevés nélkiil kivélasztunk 5 szamot az {1,2,...,90} halmazbdl. Adjuk
meg annak a valészinliségét, hogy a kivéalasztott szamok koziil pontosan k olyan
lesz, mely oszthaté 3-al, n olyan lesz, mely 3-al osztva 1-et ad maradékul, és m
olyan lesz, mely 3-al osztva 2-t ad maradékul.



24. Egy folyamatosan tizemel6 autébusz utvonala kor alakid. Minden megalléban
(egymastdl fiiggetlentil) p valésziniiséggel szal fel ellendr. Jeldlje £ azt, hogy az
autébusz hanyadik megallasa soran szal fel az elso ellenér. Szamitsuk ki & varhato
értékét.

25. Egy piros és egy kék szabalyos dobdkockaval dobunk egyszerre. Hatérozzuk
meg a dobott szamok maximumanak varhaté értékét.

26. A jegyellendr 0,5 valészintiséggel ellenériz férfi, illetve n6 utasokat. A férfi uta-
sok (a tobbi utastdl teljesen fiiggetleniil) 0, 02 valdszintiséggel bliccelnek; a nék 0,01
valdszintiséggel bliccelnek. Az ellenor egy miiszak alatt 200 utast ellenériz. Legyen
¢ az ellenor altal megtaldlt bliccel6k szama, 1 pedig a miiszak alatt ellenérzott férfi
utasok szdma. Hatdrozzuk meg a P(§ =n | n = k) feltételes val6szintiségeket.

27. A £ és n valészinliségi véltozdk eloszlasa egyenletes a [0, 1] intervallumon.
Hatarozzuk meg annak valdszintiségét, hogy a

(5 %)

matrixnak nemnegativ a determinansa.

29. A ¢ és n valészintliségi véltozdk eloszldsa egyenletes a [0, 1] intervallumon.
Hatdrozzuk meg annak valdszintiségét, hogy min{&,n} < &3. Indokuljunk.

30. A ¢ és n valdszintliségi véltozdk eloszldsa egyenletes a [—1,1] intervallumon.
Hatérozzuk meg annak valészintiségét, hogy a v = [1, €, 5] vektorra |v| < v/2 teljesiil
(azaz, hogy v hossza legfeljebb /2).

32. A ¢ és n valdszintliségi véltozdk eloszldsa egyenletes a [—1,1] intervallumon.
Hatérozzuk meg annak valésziniiségét, hogy a q(x) = 2® + £ - x + n polinomra
q(1) > 1 teljestil.



33. Egy bank-automatatdl az tligyfelek (egymadstdl fliggetleniil) p = 0,2 valdszi-
niiséggel kérnek szamlat a tranzakciéjukrol. Becsiiljiik meg annak valdszintiségét,
hogy 1000 tigyfél kiszolgalasa utan a kiallitott szamlédk szama 170 és 230 kozott lesz.

34. Egy jegyellenér (egymadstdl fliggetleniil) p = 0,02 valdszintiséggel taldl blic-
cel6 utast.

(a) Becstiljiitk meg annak valdszintiségét, hogy 1000 utas ellenérzése utan a bliccel6k
szama 16 és 24 kozott lesz.

(b) Mi annak a valészintisége, hogy épp az n.-nek ellendrzott utas lesz a 2. bliccels?

35. Egy fagyizoban a vevok egyméstol fliggetleniil, szdmunkra ismeretlen p valdszi-
niséggel kérnek csokifagyit. Az ismeretlen p értékét gy prébaljuk meghatérozni,
hogy megfigyeljiik a kovetkezo n vevét, és p-t a csokifagyi-vasarlas relativ gyako-
risagaval kozelitjik. Adjunk becslést n-re, ha azt szeretnénk, hogy kozelitésiink
legaldbb 99%-o0s valészintiséggel legfeljebb 0, 05-el térjen el p tényleges értékétdl.



