A MATEMATIKA ALAPJAI

4. eléadas

0.1. Bizonyitaselmélet

0.1. definicié (Az itéletkalkulus axioma-sémai). 1. a= (8= a)
2. (a=B=17)=(a=p)=(a=7)
3. (ha=PB)= ((ha=-8) = a),
ahol o, B,y formulavdltozok.
0.1. megjegyzés. A {—, =} mdvelethalmaz funkciondlisan teljes és feltessziik, hogy formuldinkban csak

ezek fordulnak eld. Mostantdl (amig mdst nem mondunk) az itéletkalkulusban dolgozunk.

0.2. definicié (Kovetkeztetési szabaly, Modus Ponens, jel.: MP).
a,a=f3
B

Ez azt jelenti, hogy ha rendelkezésiinkre dll « = B formula és az o, akkor MP-vel elddll S is.

0.3. definicié. Legyen ¥ formulahalmaz és ¢ formula. Azt irjuk, hogy ¥ + ¢ (és azt mondjuk, hogy
3-bol levezethetd @), ha van a formuliknak egy olyan véges an,a, ..., ay, Sorozata igy, hogy a, = ¢ és
minden i < n-re a;-re teljesil, hogy:

— azioma VAGY

— eleme a X-nak VAGY

— MP-vel elddll a kordbbi o;-kbol.

0.2. megjegyzés. Az el6zd definicioban szerepld oy, o, . .., ay sorozat ¢ eqy Yi-beli levezetése. Algorit-
mikusan ellendrizhetd, hogy az adott aq, as, ..., a, levezetése-e p-nek.

0.1. példa. 0 F o = ¢, ahol ¢ tetszbleges rogzitett formula.

L (p==9) =9 == @@=¢)=(p=p) AX2egy példinya
2 o= (p=p)=¢ AX1 egy példanya
Bizonyitds. 3. (p=(p=9)=(p=v) MP(1,2) O
4 o= (p= ) AX1 egy példanya
5 =09 MP(3,4)

0.1. tétel (Teljességi-tétel). X = ¢ akkor és csak akkor, ha ¥+ ¢, azaz minden helyes kovetkeztetés

formdlisan bizonyithatd.

0.3. megjegyzés. X - ¢ esetén csak szintaktikus transzformdcick keriilnek szdba. Jelentés, igazsig fel

sem meril.

0.4. definicioé (Lezarasi operator). Legyen S halmaz és jeldlje P(S) ennek a hatvinyhalmazdt a cl :
: P(S) — P(S) fiiggvényt lezdrdsi operdtornak nevezzik az S halmazon, hogy ha teljesilnek az aldbbiak
minden X, Y C S halmazra:

1. X Cc(X) (extenziv)
2. X CY =c(X)CdY) (monoton)



3. c(cl(X)) = cl(X) (idempotens)
0.5. definicié. ded(X) := {p : X F ¢}, azaz ded(X) a X-bdl levezethetd formuldk halmaza.
0.1. lemma. A ded egy lezdrdsi operdtor.

Bizonyitds. (1) extenziv: Ha ¢ € X, akkor ”¢” levezetése p-nek 3-bol, tehat ¥ C ded(X).

(2) monoton: Ha ¢ € ded(X), akkor létezik ay,as,...,a, véges formulasorozat, hogy o, = ¢ és
minden ¢ < n-re a; 4.3. definici6 szerint all el6, de akkor ugyanez a sorozat egy ¥ C I'-beli levezetés is,
tehat ded(X) C ded(T).

(3) idempotens: (1) miatt ¥ C ded(X), tehat (2) miatt ded(X) C ded(ded(X)). Masik tartalmazas:
legyen ¢ € ded(ded(X)), ekkor létezik olyan ay, s, ..., a, = ¢ formulasorozat, hogy minden i < n-re
a;:

— axiéma VAGY
— eleme ded(X)-nak VAGY
— MP-vel 4ll el a korabbi a;-kbdl.

Azonban barmely aj € ded(X) lecserélhets Y-beli levezetésre, ezeket lecserélve ¥ F ¢ adodik, tehat
ded(ded(X)) C ded(X). A kolesonos tartalmazas miatt az egyenlGség fennall. O

0.2. tétel (Dedukcios-tétel). Az aldbbiak ekvivalensek:
1.YXFp=19
2. SU{p} .

Bizonyitds. Elészor (1) = (2) bizonyitasa kovetkezik. Tegyiik fel, hogy X F ¢ = 1, ekkor a ded mono-
tonitasa miatt X U {¢} F ¢ = 1, az extenzivitds miatt pedig ¥ U {p} F ¢. Igy MP-vel el§ tud allni 1,
azaz X U {p} F 9.

Most kovetkezzen (2) = (1). Tegyiik fel, hogy ai,aq,...,a, a ¢ levezetése X U {¢}-b6l, i szerinti
teljes indukciéval belatjuk, hogy X + ¢ = «; minden i < n-re.

Legyen i = 1 (3 eset lehetséges), ha a; € X, akkor AX1 alkalmazasaval ¥ F a1 = ¢ = «; és mivel
a1 € X, ezért X F ay és igy ¢ = a1 MP-vel elGallithatoé.

Ha oy = ¢, akkor 4.1 példa szerint () - p = ¢, igy a monotonitas miatt ¥ F ¢ = .

Utolso6 esetben, ha o axioma, akkor AX1 alkalmazasaval ¥ F a; = ¢ = a1 és mivel oy axidéma, ezért
¥ F oy és igy MP-vel elGallithatd ¢ = aq, azaz X F ¢ = 3.

Az indukciés lépés:
Tegyiik fel, hogy minden j < i-re tudjuk, hogy X - ¢ = «a; (kell: ¥ F ¢ = ;). Amennyiben «; axiéma
vagy a; € X U {¢}, akkor i = 1-ben szerepls eljarast kell megismételni.

Amennyiben a; MP-vel all el6, akkor léteznek olyan ay, oy formulék, hogy k,1 < i és oy = (g, = ).

Az indukciés feltevés miatt ¥ F ¢ = oy, azaz
YhFo= (ap = o)
Flp= (ar = a;) = (¢ = ag) = (¢ = a;) AX2 alkalmazéiséaval
F (¢ = ak) = (¢ = «;) MP-vel
F (¢ = ai) az indukcios feltevés miatt

F ¢ = a; MP-vel



0.6. definicié. Legyen ¥ formulahalmaz. -t ellentmonddsosnak nevezziik, ha van olyan «, hogy ¥ F «
€s ¥ —a.

0.2. lemma. Legyen % formulahalmaz és ¢ eqy formula: 1. < 2. és 8. < 4., ahol
1. Y F o,
2. XU {~p} ellentmonddsos,
3. X+ -,
4. ZU{p} ellentmonddsos.

Bizonyitds. 1. = 2. Tegyiik fel, hogy ¥ F . A monotonitas miatt XU{—p} F . Tovabba —p € XU{—¢},
igy XU {-p} F —p, azaz ¥ U {—¢} ellentmondésos.
2. = 1. Tegyiik fel, hogy ¥ U {—p} ellentmondésos, igy létezik olyan «, hogy X U {—¢} F o és ¥ U
U {-¢} F —a.
A dedukcids-tételt alkalmazva az el6bbi két esetben adddik, hogy:
YEp=a
F—p = -a
F(mp = a) = (mp = —a) = ¢ AX3 egy példanya
F ¢ MP kétszer alkalmazva.

Az utols6 Modus Ponens részletezve: 1. és 3. sorbdl elGall (—p = —a) = ¢, ebbdl és 2. sorbol elGall ¢.
3. = 4. pontosan gy, mint 1. = 2.
4. = 3. Tegyiik fel, hogy ¥ U {¢} ellentmondasos. Vegyiik észre, hogy {——p, ~¢} ellentmondasos
formulahalmaz, igy 2. = 1. miatt ——¢ F ¢, emiatt ded(X U {p}) C ded(Z U {——¢}) és igy ¥ U {——p}
is ellentmondésos. Alkalmazva 2. = 1. allitast X F —p, azaz 3. fennall. O

0.3. tétel. Ha X ellentmonddsos és o tetszdleges, akkor X+ .

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¥ ellentmondéasos, azaz létezik egy olyan «, hogy ¥ F « és ¥ F —a. A
monotonitas miatt X U {—p} F «, -«a, amibdl ¥ U {—¢} ellentmondasossaga kovetkezik. Az el6z6 tétel 2.

= 1. része miatt X - ¢ teljesiil. O



