A MATEMATIKA ALAPJAI

3. eladas
0.1. definicié (ErGsorrend). Ami eldrébb van a listdn, az kit erdsebben :
LA AN
3 A
Példaul Jzp A ¢ azt jelenti, hogy (Jxp) A 1. Az implikicids lancokat mindig jobbra zardjelezziik:
© = 1) = p azt jelenti, hogy ¢ = (¥ = p).

0.0.1. Miuveletek kapcsolatai

0.2. definici6é. Az f: {i,h}"™ — {i, h} alaku figgvényeket logikai miveleteknek nevezzik. (Az n vdltozds

logikai miveletek szima: 2%")

0.3. definicid. Logikai miveletek egy F halmaza funkciondlisan teljes, ha F segitségével az dsszes

{i, h}™ — {i, h} logikai figgvény elddllithatd.
0.1. tétel. Az {—,A,V} mdvelethalmaz funkciondlisan teljes.

Most megadunk egy f logikai fiiggvényt (miiveletet) igazsagtablazatéval.

|y | Sy 2)
h|h|h h
h|hl|i 1
hli|h 1
hlilid h
i | h|h h
i h|i h
it |h h
1|1 1

Tekintsiik a kovetkezs formulakat:

— @2 =T AN YAz

— p3 =" ANYyN -z

—ps =T ANYNz
Az egyes formuldk csak az indexiikben jelzett sorhoz tartozé bemenetre vesznek fel igaz értéket, tehat
@ = @2 V 3 V g megvalositja f-et.

Kovetkezzen a 3.1 tétel bizonyitasa.
Bizonyitds. Legyen n € N és f: {i,h}"™ — {i, h} tetsz6leges, ha s € {i, h}", akkor legyen:

(S)_ :Cj, ha S]:Z

Zj, ha Sj = h.

p=\ (/n\ z<_>> 7
Vs: f(s)=i \i=1

1

Ekkor



és f = ¢, hiszen A]_, 7@

.~ mindig csak az adott s mellett igaz (az el6z6 példdhoz hasonléan). Az f

fiiggvény ezen elBallitasat diszjunktiv normélformanak nevezziik (roviditve: DNF).
Mivel a DNF csak a kitiintetett {—, vV, A} miivelethalmaz logikai fliggvényeit hasznalja, ezért az valoban
funkcionélisan teljes. O

Egy maésik bizonyitashoz definialjuk a konjunktiv normalformat (KNF). Legyen

Zj, ha Sj = 7
Xy, ha Sj = h ’
ekkor
v=A (\/ x%))
Vs:f(s)=h \i=1
(s)

az f fiiggvény KNF-es elGéllitasa, ez teljesiil, hiszen \/]_; ;> csak a megadott s mellett hamis, igy ¢ = f
itt is. A KNF is csak a kitiintetett miivelethalmaz elemeit hasznélja. Ezzel befejeztiik a masik bizonyitast

is. O

0.1. megjegyzés. —, A,V logikai dramkdrckkel meguvaldsithatok. Ha az dramkori elemeknek kéltsége van
és [ kevésszer igaz, akkor DNF, ha kevésszer hamis, akkor KNF alkalmazdsa a célszeri. A minimdlis

(pl. : legkevesebb logikai fiiggvényt tartalmazdé) megvaldsitdas megkeresése NP-teljes probléma.

0.4. definicié. Legyenek ¢ és ¢ formuldk. Azt irjuk, hogy ¢ = 1, ha minden k értékelésre k = ¢ akkor
és csak akkor, ha k |= 1.

0.1. példa. ¢ = ——¢p.
0.1. allitas. A {—, A} mdvelethalmaz funkciondlisan teljes.

Bizonyitds. Kell, hogy ¢ V ¢ kifejezhetd {—, A} halmazzal, utana 3.1 tételbdl kovetkezik az allitas. ¢ v
Vi =-=(p V) =-(—p A ). Utolso lépésben egy De Morgan-azonossagot alkalmaztunk. O

0.2. allitas. {—,V} és {—, =1} is funkciondlisan teljes mivelethalmazok.

Bizonyitds. Els6 halmaz: ugyantagy mint el6bb. ¢ A1) = —(—¢V —p). Masodik halmazra: igazsagtablaval
igazolhato, hogy ¢ V ¢ = —¢p = 1. O

0.1. mese. {—} nem funkciondlisan teljes, mert csak egyvdltozds fiigguények irhatdak le vele. A {V, N}
sem az, igazolhatd, hogy az ezekkel felirt fiigguvények monoton névdek (ehhez legyen h < i), de — nem az,

ezért az nem fejezhetd ki.

0.5. definicié (Sheffer-féle sem-sem mivelet, NAND).

z|y|=ly
h|h h
h|i h
i1 h
h|h i

0.3. allitas. {|} funkciondlisan teljes.

Bizonyitds. ~x = x |z ésaxVy =-(x |y) = (z]y) | (x]|y), 3.2 allitds miatt ez is funkcionalisan
teljes. O



0.4. allitas. Legyen o tetszéleges formula, ekkor van olyan DNF vagy KNF alaki ¢, hogy ¢ = ¢'.

Bizonyitds. Legyen t a ¢ igazsagtablaja 3.1. tétel miatt ¢ leirhatoé v KNF-el vagy DNF-el és nyilvan
p=1. (]

0.6. definicié (Szabadon el6fordulé valtozo). A v wvdltozd eldforduldsa o-ben szabad, ha az adott eléfor-
duldsban nincs v-re vonatkozé kvantor hatdskérében. A v szabad p-ben, ha v-nek van szabad eldforduldsa

p-ben.

0.2. példa. VzP(xz) = R(x,y)-ban y szabad eldforduldsi. VaVy(xy = yx) ebben pedig nincs szabad

eléforduldsi vdltozd.

0.5. allitas. Legyen t egy term, k és k' olyan értékelések, hogy t minden v wvdltozdjdra k(v) = k'(v),
akkor tA[k] = tA[k], azaz t jelentése csak a benne eléforduld vdltozdktdl fiigg.

Bizonyitds. t Osszetettsége szerinti indukciéval bizonyitunk. Ha ¢ konstans szimbélum, akkor nyilvanvalo-
an tA[k] = tA[k']. Ha t valtozo, akkor t4[k] = k(t) = k'(t) = tA[k']. Tegyiik fel, hogy t = f(t1,t2,...,tn)
és az allitst mar tudjuk t1, s, ..., t,-re, ekkor tA[k] = fALK], ..., tAk]) = fAGLAED, ... tAK]) =
= tA[K]. O

0.2. tétel. Legyen ¢ 1.-rendi formula, A struktira k pedig egy A feletti értékelés. A = plk] csak a -
ben szabadon eléforduld viltozoktdl fiigg, azaz ha k' eqy olyan értékelés, hogy minden v szabad vdltozdra
p-ben: k(v) = k'(v), akkor A |= plk] akkor és csak akkor, ha A = o[k'].

Bizonyitds. Ha o = t; = tg, akkor A |= (t; = t2)[k] < t{'[k] = t3'[k] < 3.5. allitds miatt t{'[k'] =
=t k] < A= (t1 = t2)[K']. Ha ¢ = R(t1,...,t), akkor A |= R(t1,...,t,)[k] < (t[k], ..., t[K]) €
€ RA < A R(ty,...,t,)[K'], ismét a 3.5. allitast hasznélva.

Kovetkezzen az indukcids lépés: tegyiik fel, hogy az allitas igaz ¢-re, 1-re. Elég megmutatni, hogy az
allitas igaz marad —¢-re, o A ¢-re (3.1. allitds miatt ez igy mar funkcionalisan teljes) és Jvp-re is. Ha
utobbiak teljesiilnek, akkor Yoy = ——Vop = —(Jv—g) miatt Vop-re is igaz lesz. Tehat mindennel egyiitt
tetszoleges 1.-rendd formulara igaz lesz.

p-16l ~p-re valo attérés:

Al plk] & A lk]
ind.
-

A olk] & A= —plk'].

p, Y-16l p A 1p-re vald attérés:

AE (p AY)E] < A= olk] s A |= ¢[k]
ind.
<~
Al plk] s AR Y] & A (9 AP)[F].
o161 Jup-re valo atteres: A = Jug[k] <> van k* = k értékelés, amelyre A = o[k*]. Legyen
k'(x), hax#wv
vy - [ @
k*(x)  kiilonben.

A ¢ szabad véltozoin k* és k*' értékei megegyeznek, hiszen k*'(v) = k*(v); ha pedig z # v a ¢ egy
szabad véltozoja, akkor k*'(z) = k' (z) = k(z) = k*(z). Az indukcié miatt A | [k*] akkor csak akkor,
ha A k= [k*'] akkor és csak akkor, ha A = Jvg[k/], mert k' = k*'. O
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