Bevezetés az Algebraba 2 2. feladatsor 2026. 2. 23 - 3.2.

Tetszéleges A matrix Moore-Penrose inverzét A™ jeloli.

1. Legyen A = ( é )

(a) Szamoljuk ki AT-t Gigy, hogy megoldjuk a normélegyenleteket a két sztrenderd bazisvektorra,
mint jobboldalakra.

(b) Szamoljuk ki AT-t a teljes oszloprangii matrixok Moore-Penrose inverzére vonatkoz6 képlettel.
2. Igazoljuk, hogy ha A négyzetes, invertdlhato matrix, akkor AT = A~1.
3. Legyen A tetsz6leges (nem feltétleniil négyzetes) matrix. Igazoljuk, hogy

(a) Ha B Moore-Penrose inverze A-nak, akkor A Moore-Penrose inverze B-nek.

(b) (A%)* = A,

Azonositsuk az (n x m)-es matrixok R™*"™ vektorterét az (n-m)-es vektorok R™™ vektorterével a szokasos
moédon. Az A € R™*™ maétrix hossza az R™"-beli természetes hosszisigfogalomboél adodik:

4] = /ZZ?

melyet szokds A Frobenius-norméjanak is nevezni. A kovetkezs feladatban azt latjuk be, hogy AAT a
lehetd legkozelebb van I,,-hez (a Frobenius-norma szerint).

4. Legyen A € R™*™ tetsz6leges matrix. Keressiik azokat az X € R™*"™ matrixokat, melyekre AX
"majdnem az egységméatrix" abban az értelemben, hogy h = |I,, — AX]| a lehets legkisebb. (Ha A
invertalhato, akkor persze X = A~! jo, és ekkor az el6bbi h-ra h = 0. Az aldbbi lépésekben belatjuk,
hogy tetszbleges A-ra X = AT adja a minimumot).

(a) Igazoljuk, hogy |I, — AX|* = Z le; — AX. |2
j=1

(b) Gondoljuk meg, hogy |e; — AX.;|*> mikor minimalis.
(c) Az el6z6 részfeladatok alapjan igazoljuk, hogy AA™T a lehet6 legkdzelebb van I,,-hez abban az
értelemben, hogy |, — AA™| a lehets legkisebb (a Frobenius-norma szerint).

(d) Altaldban tobb olyan X métrix van, melyre |1, — AX| minimalis; igazoljuk, hogy ezek koziil
A% az az X, melynek Frobenius-normaja a lehetd legkisebb.

5. Legyenek a = (1,1,0,1), b = (0,-1,2,1), ¢ = (0,1,0,0), d = (0,0,0,1) és legyenek V =
span{a,b}, W = span{c,d}. Mutassuk meg, hogy R*-ben V és W direkt kiegészit6k. Adjuk meg
a V-re valé W irdnyu vetités méatrixat a sztenderd bazisban.

6. Legyen F' az Osszes valos-valos fiiggvények vektortere R felett. Legyenek
V ={f € F: f paros fiiggvény}, W ={f € F: f paratlan fiiggvény}.
Mutassuk meg, hogy F-ben a V és W alterek direkt kiegészitGk.

7. Legyen V = {(z,y,2) € R® : 2+ y — z = 0}. Adjuk meg R?® &sszes olyan W alterét, mely direkt
kiegészitGje V-nek R3-ben.

8. Legyenek
K ={s:N — R| s konvergens }, C ={s:N — R|skonstans }, N ={s:N—R| lim s, = 0}.
n—oo

Mutassuk meg, hogy K-ban C' és N direkt kiegészitsi egymasnak.



