Bevezetés az Algebraba 2 1. feladatsor 2026.2.16-2.23.

1. Legyen 0 < o < 7 és legyen v, az az egységnyi hossztisagi vektor a sikon, mely az x-tengely pozitiv
felegyenesével o szdget zar be. Legyen ¢, : R? — R? a v, irdnyt vetités az y = —x altérre (tehét
o(u) az u-n atmend, v, irdnyvektoria vetitési egyenes metszéspontja az y = —x egyenletii egyenessel,
mint altérrel).

(a) Irjuk fel o, matrixat a sztenderd bazisban.

(b) Adjuk meg a Ker(p,) és Im(p,) altereket.

(c) Szamitsuk ki a [6, 18] vektor ¢z szerinti képét.

(d) Mely « értékekre lesz az (a) pontban megadott métrix szimmetrikus?

(e) Legyen B = {[1,—1], [1,1]}. Irjuk fel = matrixat a B bazisban.

2. Azx+2=3, x4+ y+22z=2, z+ z =2 ellentmondasos linearis egyenletrendszer normalegyenletét
megoldva adjuk meg az Osszes optimaélis kozelité megoldéast. Adjuk meg a minimélis hosszusagu
optimaélis kozelit6 megoldast is.

3. Legyen f(x) = apnz™ + ... + a1z + ap € Rz] (n értékére alabb adunk korlatozasokat). Az egyel6re
ismeretlen ay, ..., a,, egyiitthatokra irjunk fel (esetleg ellentmondasos) lineéris egyenletrendszereket
az alabbiak szerint (mindig a méasodfokt g(x) = x2-et szeretnénk alacsonyabbfokt polinomokkal
kozeliteni néhany pontban tgy, hogy a helyettesitési értékek vektorai a lehetd legkézelebb legyenek
egymashoz).

(a) deg(f) =0¢ésaz [f(1), f(2)] vektor a lehets legkdzelebb van a [g(1), g(2)] vektorhoz (kiilonbsé-
giik hossza minimalis).
(b) deg(f) =0 és az [f(2), f(3)] vektor a lehets legkdzelebb van a [g(2), g(3)] vektorhoz.
(c) deg(f) <1ésaz[f(1),f(2)], f(3)] vektor a lehets legkdzelebb van a [g(1), g(2), g(3)] vektorhoz.
(d) deg(f) <2ésaz[f(1), f(2), f(3)] vektor a lehets legkdzelebb van a [g(1), g(2), g(3)] vektorhoz
(s6t, egyenls vele, Lagrange-interpolaci6, Vandermonde-méatrix!)
(e) deg(f) <3ésaz [f(1), f(2), f(3)] vektor a lehets legkdzelebb van a [g(1), g(2), g(3)] vektorhoz
(s6t, egyenls vele, végtelen sok ilyen f van).
Az el6z6 egyenletrendszerek koziil néhanynak irjuk fel a normélegyenletét, és oldjuk is meg.
4. Legyen W C R"™ egy altér. Idézziik fel, gondoljuk meg a kdvetkezdket.

(a) AW+ ={aecR": a L W} vektorhalmaz szintén altere R"-nek.
(b) (W, W) direkt-felbontasa R"™-nek.

Definicié. Az A € R™*™ maétrix ortogonalis projekci6 a W C R™ altérre, ha minden w € W-re
Aw = w és minden z € R™-re (x — Az) L W.

5. Igazoljuk, hogy ha A ortogonalis projekci6é W-re, akkor az I,, — A méatrix ortogonélis projekcié W--re
(ahol I,, a megfelels egységmatrix).

6. Az (1) feladatot folytatva, px métrixét is irjuk fel B-ben. Adjuk meg a sztenderd bazisrél a B-re

attérés T matrixat. Legyen A az a métrix, amit az (a) pont szerint kaptunk az o = 7 esetben, és

legyen B az a matrix, amit az (e) pontban kaptunk. Ellenérizziik, hogy B = T~ AT tényleg teljesiil.
7. A 3. feladatban oldjunk meg minél tébb ellentmondésos egyenletrendszert.

8. Legyen g(z) = 2® € R[z]. A 3. feladathoz hasonléan, hatarozzuk meg azt a legfeljebb méasodfokd f
polinomot, melyre az [f(1), f(2), f(3), f(4)] vektor a lehets legkdzelebb van a [g(1), (2), g(3), g(4)]
vektorhoz.



