Bevezetés az Algebraba 1 4. feladatsor 2025.09.29-10.06.

1. Legyenek p # g primek és legyen k poziziv egész. Mutassuk meg, hogy a Z,» gytriiben minden elem
oszthaté g-val.

2. Megoldhato-e az 22 = 3 ( mod 4) kongruencia?

3. Legyen p > 2 prim. Mutassuk meg, hogy * = x~! (mod p) akkor és csak akkor, ha p|(x — 1) vagy
pl(z+1).

4. Az el6z6 feladat alapjan igazoljuk Wilson tételét: ha p prim, akkor (p — 1)! = —1 (mod p).

5. Szamitsuk ki:

(a) ¢(23), p(21), (63), (6!),
(b) 120%* (mod 23), 115%! (mod 21), 6811 (mod 63), 1118 (mod 63) (vigyézzunk, 111 nem relativ

prim a 63-hoz).
6. Mutassuk meg, hogy tetszéleges a, b pozitiv egészekre ¢(ab) > p(a)p(b).
7. Legyenek n, m pozitiv egészek.

(a) Mutassuk meg, hogy az [ : Zpm — Zn, f(k/ =nm) = k/ =, fliggvény sziirjektiv gytrd-
homomorfizmus.

(b) Mutassuk meg, hogy a g : Z, = Zmn, 9(k/ =n) = km/ =, fliggvény injektiv, megdrzi az
Osszeadast, de altalaban nem gytrd-homomorfizmus (nem &rzi meg a szorzést).

8. Racionalis szamok konstrukcidja az egész szamokbol.
Legyen P =Z x (Z \ {0}), és legyen

R:{<(a1,b1), (ag,b2)> €P2 s aibs :agbl}.
(a) Igazoljuk, hogy R egy ekvivalenciarelacio.
(b) Definialjuk P/R-en (azaz R ekvivalenciaosztalyain) a 4+ &sszeadast igy:
R Def.
(al,b1)/R + (ag,bg)/R = (a1b2+a2b1,b1b2)/R.

Mutassuk meg, hogy +% joldefinialt.
(c) Mutassuk meg, hogy az
J:P/R=Z, f((ab)/R) ™= a/b

fliggvény joldefinidlt és izomorfizmus a (P/R, +%) és (Q, +) struktirak kdzott.



