Bevezetés az Algebraba 1 Vizsga irasbeli része MEGOLDASOKKAL' 2025 dec. 19.

1. Add meg az 6sszes olyan pozitiv egész u szdmot (ha vannak ilyenek egyéltalan), melyekre a
9.3ty 4 5. 024% — 95. 16¢
diofantoszi egyenletnek van megoldasa. (A2/4 (szept. 15-19 ).)

Pontosan akkor van megoldas, ha (9 - 234" +1 5. 226%)|25 . 16¥ azaz 2|24 azaz 2u2 < 4u azaz
(mivel a feladat szovege alapjan u # 0 pozitiv egész) 0 < u < 2 azaz u = 1 vagy u = 2.

2. Add meg az Osszes olyan z komplex szamot, melyekre teljesiil, hogy 22 = |z|?. (B/1 (okt. 3).)

1. megoldas. z = 0 nyilvan j6. Ha z # 0, akkor, mivel |z|?> = z - Z, a feladatban szerepls
egyenletet z # 0O-val osztva a z = Z egyenletet kapjuk, melynek pontosan a valos szamok a
megoldasai. Mivel 0 is valos, azt kaptuk, hogy a megoldasok halmaza R.

2. megoldas. Keressiik z-t z = a + ib alakban (a és b egyelére ismeretlen valos szamok).
Mivel 22 = a? — b? + 2abi és |2|? = a® + b2, ezért feladatunk az a® — b% + 2abi = a? + b? egyenlet
megoldasa. Rendezve az abi = b? egyenletet kapjuk. A jobboldal valés, a baloldal csak akkor,
ha a = 0 vagy b = 0. Ha a = 0, visszahelyettesités mutatja, hogy akkor b = 0. Ha b = 0, akkor
a barmi lehet. Azt kaptuk, hogy a barmi lehet és b = 0, tehét z megoldés & 2z € R.

3. Legyen R kommutativ, nullosztomentes gytri. Igazold, hogy az R feletti kétvaltozos polino-
mok R[z,y| gytrdje nullosztomentes. (C1/1 (okt. 10).)

Tanultuk, hogy kommutativ, nullosztémentes gytird feletti polinomgytird kommutativ, nullosz-
tomentes, ezt 2-szer alkalmazva:

R kommutativ, nullosztémentes = R[z| kommutativ, nullosztémentes = R[z,y| (kommutativ) nullosztémentes.

4. Legyen K test, f € K[z] tetsz6leges polinom. Igazold, hogy (f(z?)) = 2x - f/(2?)
(a vessz6 a derivalast jeloli). (D/3 (okt. 20-27).)
Vegyiik fel f egytitthatoit: f(z) = Z apz®. Ekkor f(z?) = Zaka}%, ezért
k=0 k=0

n / n n n
(f(z?)) = (Z ak:r%) = Z 2k-apx®t 1 = 2 Z k-apa?2% = 2332 k-apa®®D = 2. f(2?).
k=0 k=0 k=0

k=0

Az nem j6, ha a kalkulusbol tanult Lanc-szabalyra hivatkozol, mert K nem feltétlenil a valos
test.

5. Trreducibilis-e Z felett az f(z) = 2 + 3z + 1 € Z[z] polinom? (D/2 és D/6 (okt. 20-27).)

deg(f) = 3 ezért Q felett akkor és csak akkor irreducibilis, ha nincs gyoke Q-ban. A Rolle-féle
gyokteszt alapjan csak a +1 raciondlis gyokok jonnek szoba, behelyettesitéssel ellenérizhetd,
hogy ezek egyike sem gyok. Ezért f irreducibilis Q felett, és igy irreducibilis Z felett is.

6. Add meg a linearis egyenletrendszerek megoldhatosagénak matrixrangos feltételét (az alapmat-
rix és kibdévitett matrix rangjai alapjan mikor nincs, mikor van pontosan 1, mikor van tobb
megoldas?) (E1/3 (nov. 14).)

YA kérdesek utan X;(Y,Z) azt jelenti, hogy a vizsgakérdések jegyzékének X. pontja ismeretében (az Y. hénap Z.
napjan tartott elsadas alapjan) lehetne tudni a valaszt.



7.

10.

(a) Az = b megoldhat6 < rang(A) = rang(A|b);

(b) Ha rang(A) = rang(A|b) < valtozok szama, akkor sok megoldas van;

(c) Ha rang(A) = rang(A|b) = valtozok szama, akkor pontosan 1 megoldas van;

(d) Nem fordulhat els, hogy rang(A) = rang(Alb) > valtozok szama, mert rang(A) =
dim(O(A)) < oszlopok szdma — véltozok szama.

1 2 3 45
251 3 4

permutacionak? (E2/6 (nov. 3 vagy nov. 17).)

Mennyi az inverzidészama az

Inverziok: (2,1), (5,1), (5,3), (5,4), tehat Gsszesen 4 darab inverzi6 van.

11

. Legyen A = ( 5 3 > Add meg A egy LU-felbontéasat. (E3/11 (dec. 1).)

A-t azzal az egyetlen elemi soratalakitassal felsg haromszogméatrixéa lehet alakitani, hogy az
els6 sor 2-szeresét levonjuk a masodikbol. Ezt a soratalakitéast A-n és Io-n (a (2 X 2)-es egység-
métrixon) is végrehajtva (az eredményeket U-val és J-vel jelolve), majd invertdlva azt kapjuk,

hogy
11 1 0 . o1 « |1 0
U—[O J, J—[_2 1] ebbsl L =J _detJJ —[2 J.

Mivel a fenti matrixokkal JA = U, ezért A = J~'U = LU a kivant felbontas.

. Legyen ¢ : R? — R3? az y-tengelyre valo tiikrozés. Add meg ¢ és ¢ o ¢ matrixat a sztenderd

béazisban. (E1/5 (nov. 17, vagy akéar dec. 5).)

Mivel [p]-nek (¢ matrixanak) az oszlopai a sztenderd bazis vektorainak ¢ szerinti képei, és

1 —1 0 0 0 0
|0l =101, p |1l =1}, pl0]l =10
0 0 0 0 1 —1
-1 0 0
ezért [o] = | 0 1 0 |. Mivel p oy az identitasfiiggvény, ezért [p o ] = I3 (egységméatrix),
0 0 -1

vagy hasznélhatod azt is, hogy [p o ¢] = [p]%.

Héany darab olyan legfeljebb harmadfoka f € Rz] polinom van, melyre f(1) = 1, f(2) =
4, £(3) =97 (E3/10 (nov. 26).)

Harom feltételen legfeljebb masodfokil interpoldlé polinombél pontosan 1 darab van, de itt a
harmadfoktakat kell 6sszeszamolnunk! Lagrange interpolacios tétele szerint minden s € R-hez
pontosan 1 darab olyan legfeljebb 3-adfoku fs € R[x] van, melyre f5(0) = s, fs(1) =1, fs(2) =
4, fs(3) =9. Ezek az fs-ek paronként kiilonboznek (hisz O0-ban eltér a helyettesitési értékik),
de a feladat szdvegében szerepls feltételeknek mind eleget tesz. Tovabba, ha egy legfeljebb
harmadfoku g eleget tesz a feladat feltételeinek, akkor g valamelyik fs (konkrétan az s = g(0)-
hoz tartozo fs). Tehat annyi legfeljebb harmadfoki polinom tesz eleget a feladat elGirdsainak,
ahany modon a valés s paramétert valaszthatjuk. Ez végtelen sok lehet&ség?.

2Csokiért: s6t, a lehetdségek szdmossaga |R|=kontinuum.



