Bevezetés az Algebraba 1 1. MINTA MEGOLDASOKKAL' 2025 dec. 14.

Minden valaszt indokolj, és - ahol ez sz6bajon - add meg az Osszes mellékszamitast is.

1. Adj meg 3 négyzetszamot gy, hogy semelyik ketts ne legyen relativ prim, de a 3 szamnak ne legyen
1-nél nagyobb abszolutértékd kozos osztoja. (A2/6 (Szept. 22-26). )

Pl n; = 223% = 36, ny = 2252 = 100, nz = 3252 = 225.
2. Add meg a redukalt maradékrendszerek definiciojat (A2/7 (Szept. 26)).

{t1, ..., tr} redukalt maradékrendszer mod m, ha minden i, j < k-ra
o (tj,m)=1;

o ha i # j, akkor t; # t; (mod m) és

o k= (m).

3. A komplex szamsik egy szabalyos haromszdgének az egyik csticsa a 0 (origé), masik csicsa 1 — v/3i.
Mi lehet a szabalyos haromszog harmadik cstcsa? (B/2, (Okt. 3-6).)

A héaromszog 3. cstcsat ugy kapjuk, hogy a z = 1 — v/3i-nek megfeleld pontot az origo koriil 60°-
al elforgatjuk. Két lehetGség van aszerint, hogy az éramutatod jarasanak megfelels, vagy ellentétes
irdnyban forgatunk. Legyen ¢ = cos(60°) + i - sin(60°) = 4 + @z A pozitiv irdnyt forgatis az e-al
valé szorzésnak felel meg, a negativ iranyu forgatéas pedig az e® = 1 — ?i—vel val6 szorzas. Ezeknek
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megfelelGen a két lehetGség

g-z2=2 illetve e’z =—1—/3i.

4. Legyen f(z,y) = det( ; :lec ) Szimmetrikus polinom-e f? (C2/7, (Okt. 17-18).)

1. Megoldas: Ha z, y-t felcseréljiik, akkor a megadott métrix sorai felcerélédnek, ezért determinansa
—1-el szorzodik. Ezért f(y,z) = —f(x,y). Ha f szimmetrikus volna, akkor ebbdl f(z,y) = — f(z, y),
azaz f(x,y) = 0 kovetkezne. De f(x,y) # 0 (mert a megadott matrix sorai linearisan fiiggetlenek),
ezért f nem szimmetrikus polinom.

2. Megoldas: A determinanst kifejtve f(x,y) = 22 — y2. Ebbdl is latszik, hogy f(y,x) # f(z,v),
tehat f nem szimmetrikus polinom.
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5. Igaz-e, hogy ha az f € C polinomnak minden egyiitthatoja tisztan képzetes szam?, és az u € C

komplex szam gyoke f-nek, akkor @ is gyoke f-nek? (B/1, (Okt. 3).)

n
Legyen f(z) = Z apz®. Mivel mindegyik ay tisztan képzetes, ezért a, = —ay. Ezt azzal kombindlva,

k=0
hogy a konjugalas automorfizmus, u-t f-be helyettesitve azt kapjuk, hogy:

n

f@) =Y an@ =3 —ap(wt = = 3 ap(uw) = ~f{u) = <0 =0,
k=0 k=0

k=0

azaz u valoban gyoke f-nek.
6. Lehet-e racionalis gyoke egy egész-egyiitthatos, harmadfoka primitiv polinomnak? (D/6, (Okt. 31).)
Lehet, pl. f(z) = 23 egész-egyiitthatos, harmadfokt primitiv polinom, melynek 0 € Q gydke.

LA kérdések utan X;(Y,Z) azt jelenti, hogy a vizsgakérdések jegyzékének X. pontja ismeretében (az Y. honap Z. napjan
tartott eldadas alapjan) lehetne tudni a valaszt.
2Egy komplex szam tisztan képzetes, ha valos része 0.



7.

10.

Add meg a vektorterek definiciojat. (E1/1, (Nov. 3).)

Ha K egy test, (V,+) Abel-csoport, tovabba - : K x V' — V olyan fiiggvény (mtvelet), hogy minden
«, B € K-ra és minden u,v € V-re

o a(u+v) = au+ av;

* (a+ Bu=au+ fu;

* (af)u = a(fu);

o lu=u.
11 9% as s - T 1 2
. Legyen A = 9 9 | Van-e olyan B € R métrix, melyre teljesiil, hogy A* B = 3 4 ?
(E2/8, (Nov. 24).)

det(A) = det(AT) = 0, ezért a determinansok szorzéstétele miatt minden B-re

det(AT B) = det(AT)det(B) = 0.

=N

Viszont det ( ;) > # 0, ezért nincs olyan B, amelyre teljesiilne a feladatban elGirt egyenlGség.

* * * * *

. Legyen ¢ : R? — R3 az zy-sikra valo tiikrozés. Add meg ¢ matrixat a

bl = [17170]a b2 = [17_17 1]7 b3 = [07 170]

vektorok altal alkotott bazisban. (Nov. 26).

1 0 0 1 0 -1
© métrixa a sztenderd bazisban: A= 0 1 0 |. Az attérés matrixa T = 0 0 1
00 -1 -1 1 0
1 0 0
A keresett matrix T-'AT=| 2 -1 0
0 0 1

Az f € Rlx] legfeljebb masodfoku polinomra teljesiil, hogy f(1) = —1, f(2) = 7, f(-1) = 13.
Hatéarozd meg f(3) értékét. (E4/10, (Nov. 26-Dec. 1.).)
Keressiik f-t f(x) = ax® + bx + ¢ alakban. A feltételek szerint f egyelére ismeretlen egyiitthatoira
teljesiil, hogy

a+b+c=-1, 4a+2b+c=7 a—b+c=13.

Ezt a lineris egyenletrendszert megoldva azt kapjuk, hogy f(z) = 522 — 7z + 1, ebbdl f(3) = 25.



