Algebra-1 3. feladatlap 2026. szept. 23.

1. (Az 1. feladatlap 7. feladata és a 2. feladatlap 5. feladata.)
Legyen K tetszoleges test. Igazoljuk, hogy K egyszeri (csak trivialis kongruenciarelaciéi vannak).

2. (A 2. feladatlap 9. feladata.) Igazoljuk, hogy minden véges félcsoporthan van idempotens elem.

3. Legyen G csoport, H, K, L C G komplexusok, a,b € G. Igazoljuk, hogy

(a) be aH < aH = bH,

(b) a(HUK)=aHUaK s6t, LHUK)=LHULK és (HUK)L=HLUKL;
(¢ HKNL)CHKNHL ¢ (KNL)HC KHNLH;
(d) (HK)"' =K 'H™ %

4. Legyen Ds-ban t az AC oldal felez6merdlegesére valo tiikkrozés. Hany eleme van (t)-nek? Sorol-
juk fel H Osszes baloldali és Gsszes jobboldali mellékosztalyait. Igaz-e, hogy mindegyik baloldali
mellékosztaly jobboldali mellékosztaly is?

5. Van-e Sym([10])-nek 2026 elemi részcsoportja?

6. Legyen G = (G, -, 71, e) véges csoport. Igazoljuk, hogy G generélhaté legfeljebb 1 + log,(|G|) darab
elemével (azaz van olyan X C G, melyre | X| < 1+ logy(|G]) és (X) =G).

7. Legyen m € N. Emlékeztets:

e R C Negy RMR (redukalt maradékrendszer (mod m), ha |R| = ¢(m) és R elemei paronként
inkongruensek (mod m) (ezért N minden eleme kongruens R valamelyik elemével (mod m)).
e Euler-Fermat-tétel: Ha (a,m) = 1, akkor a®(™ = 1(mod m).
(a) Igazoljuk, hogy ha R egy RMR (mod m), akkor V = {a/(mod m) : a € R} részcsoportja
L, szorzasra vett reduktumanak (itt Z,, a (mod m) maradékosztalyok szokasos gytrije).
(b) A csoportelméleti Lagrange-tételt hasznalva adjunk révid bizonyitast az Euler-Fermat-tételre.

8. Adjunk meg egy olyan végtelen G csoportot, melynek minden végesen generalt részcsoportja véges
(ilyenkor azt is mondjuk, hogy G lokilisan véges).

9. Igazoljuk, hogy ciklikus csoportok minden részcsoportja is ciklikus.

A feladatlap letolthetd innen:
https://users.renyi.hu/~sagi/algebral-20260osz-letoltesek.html

Erdekes kitekintés a ttloldalon!!



10. Legyen M = (A, o) metrikus (vagy akér topologikus) tér. Legyen a € A rogzitett.

e H,={f:[0,1] > A: f(0) = f(1) = a, f folytonos} az a-hoz tartozé hurkok halmaza;

e H,-n bevezetiink két miveletet: ha f,g € H, akkor fg az a hurok, hogy (ebben a sorrendben)
dupla sebességgel végigmegyiink g-n, majd f-en. Formaélisabban:
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Tovabba legyen f~' az a hurok, hogy f-en forditott iranyban megyiink végig:
(Vo € [0,1]) f'(2) = f(1 - ).
e Legyen
O ={(f,g) € H2:3h:[0,1]*> = A: h folytonos és (Vz € [0,1]) : h(0,2) = f(z), h(1,z) = g(x)}.

Szemléletesen: (f,g) € © folytonosan egymasba deformalhatok. Ilyenkor azt is mondjuk, hogy
f és g homotop-ekvivalensek és h homotoépia f és g kiiziitt.

(a) Igazoljuk, hogy © egy ekvivalenciarelacio H,-n;

(b) Igazoljuk, hogy © kompatibilis a bevezetett miiveletekkel: ha f, f',g,¢9' € H, és f/© = /O,
9/© =4g'/0, akkor fg/© = f'g'/O & [1/O = (f)"1/6.

(¢) Hy/O-n vezessiik be a kovetkezs miiveleteket:

(f/©)-(g9/0) = fg/®, (f/0)"'=(f7")/6.

Igazoljuk, hogy ezek joldefinidltak, és ezekkel a miveletekkel H,/© csoportot alkot (Vigyazat:
H, az eredeti miveletekkel nem alkot csoportot. Miért?)



