Algebra-1 2. feladatlap megoldasvazlatokkal 2026. szept. 16.

1. (Hetfsi RopZH feladatai.)

(a) Az (F, o) hasonloséagi tipusban f, g 1-véaltozos, h 2-valtozos fiiggvényszimbolum, és mas fiigg-
vényszimbolum nincs F-ben. Sorold fel (F, o) Osszes legfeljebb 2 darab fiiggvényszimboélumot
tartalmazo termjét melyek egyetlen valtozoja x (més valtozo nem szerepel benniik).

Megoldas.
e 0 db fliggvényszimbo6lum van benne: x;
e 1 db fiiggvényszimbolum van benne: f(x), g(z), h(z,x);

* 2db fiiggvényszimbolum van benne: [ (@), flg(x)), f(h(z,2)),  g((f(2)), 9(9(x)), g(h(z,,
h(f (@), x), hg(x), ), h(h(z,z),x), h(z, f(x)), h(z,g(x)), h(z,h(

« s e

(b) Legyen A adott algebra. Add meg a Z C A x A altal generalt kongruenciarelacié definiciojat
(ezt nem tanultuk, a feladat az, hogy alkosd meg a definiciot).

Megoldas. © € Con(A) a Z altal generalt kongruencia, ha
e 7/ COés
e hane Con(A), Z Cn, akkor © C 1.

Gondold &t tjra a generélt részalgebraval valo analogiat!

2. Legyen (A; : i € I) azonos tipust algebrak egy rendszere. Igazoljuk, hogy

(a) minden j € I-re van sziirjektiv homomorfizmus H A;-bol Aj-re;
iel
Megoldas. Minden j-re legyen
WjZHAi%Aj 7rj(<ai:i61>)=aj
iel

a j-edik projekci6. Koénnytd ellendrizni, hogy m; sziirjektiv homomorfizmus (ha nem vilagos,
szamold végig, vagy keress, és megbeszéljik).

(b) Ha B olyan algebra, hogy minden ¢ € I-re van homomorfizmus B-b&l A;-re, akkor van homo-
morfizmus B-bdl H A;-re.

i€l
Megoldas. A feltételek szerint minden i € I-re van egy ¢, : B — A; homomorfizmus. Legyen
p:B—J[A, ) = (pib),iecl).
i€l
Ko6nnyt ellendrizni, hogy ¢ homomorfizmus (ha nem vildgos, szamold végig).

3. Legyen (A; : i € I) azonos tipust algebrak egy rendszere. Igazoljuk, hogy ha (Vi € I) A; =t1 = to,
akkor
[[AEt=2
iel
azaz azonossagok érvényessége oroklgdik direktszorzatra.

Megoldas. Legyen a C [],.;.A; véges sorozat. Azt kell ellendrizni, hogy

iel

t{[iez Ai (g) _ tg[iel A; (a)

=]

azaz azt, hogy minden i € I-re t1' (a(i)) = 3% (a(i)) de ez teljesiil, mert A; = t; = t,.
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4. Legyen ©p, 01 € Con(A), Oy C ©;. Emlékeztets:
@1/@0:{<a/®0,b/90> : <a,b> G@l}.
Igazoljuk, hogy
(a) @1/@0 € COTL(A/@Q),
Megoldas. Legyen ¢ : A/Og — A/O1, ¢(a/Op) = a/O;. Ez joldefinialt, mert
CL/@O = b/@o’\ﬁ <a,b> S @0 C 01~ a/@1 = b/@l

Vilagos, hogy ker(¢) = ©1/0, ezért ez utobbi egy ekvivalenciarelacio D(¢) = A/©¢-n. Be
kell még latni, hogy ©1/0¢ kompatibilis a miiveletekkel. Ehhez legyenek

feF, CL17'-'7ag(f)7a/17""a/9(f) €4

ugy hogy minden 1 < i < p(f)-re (a;/Oq,a,/O¢) € ©1/0¢. Ekkor minden 1 < i < o(f)-re
(a;,al) € O1 is teljesiil, tovabba

©1€Con(A)
fA(al,...,aQ(f))/@l ! =

és emiatt ©1/0 definicitja szerint

< fA(al, .. .,ag(f))/@o s f'A(all), . ,alg(f))/@0> € @1/@0.

fA90(a1/O0,...;an(5)/O0)  fA/O0(a1/O0,...,a,(5)/O0)

fA@h . ) /60

ezért
(fA/9(a1/®0, . .. ag(s)/O0), /9 (a} /B0, .. . dly ) /O0)) € ©1/O,

ahogy allitottuk.

(b) wu(n) = n/O¢ rendezéstartd bijekcio az A algebra ©g-nal bévebb kongruenciai és Con(A/Og)
kozott.

Megoldas.

e u rendezéstarto: legyen ©g C 71 C 1o € Con(A). Azt kell belatni, hogy wu(n1) C u(n2). De
ez igy van, mert

(a/©0,b/O0) € u(m) ~ (a/O0,b/O0) € 11 /O ~ (a,b) € m ~ (a,b) € Nz ~

(a/©0,b/O0) € n2/O0 ~ (a/O0,b/O0) € pu(12).

e 1 injektiv: ha 1y # 19, akkor valamelyik (mondjuk 7;) nem részhalmaza a masiknak, azaz
van {a,b) € n1 — n2. De akkor (a/©¢,b/O¢p) € 11/O0 = wu(n1), és (a/O,b/Og) & 12/ =
(u(12), tehat p(n1) 7 p(n2).

o 4 sziirjektiv: legyen n € Con(A)/Og, legyen o : A — A/n, a(a) = a/n a természetes
homomorfizmus, és legyen

01 = {(a,b) € Ax A:{(a/©g,b/Op) € n}.
Vilagos, hogy ©g C ©; és ©; ekvivalenciarelacié. Az is konnyen ellendrizhets, hogy ©; €
Con(A) (gondold at, ha nem latod kapasbol; a Jegyzokonyvben benne lesz). Ezért elég
belatni, hogy 1(01) = n. Ehhez legyen a/0¢,b/0¢ € A/Oy. Ekkor
(a/©0,b/©0) € n(01) <= (a,b) € O1 <= (a/O0,b/O0) € 1,

és ezzel készen vagyunk.



. (El6z6 feladatlap 7. feladata.)
Legyen K tetszoleges test. Igazoljuk, hogy K egyszert (csak trividlis kongrenciarelacioi vannak).

Megoldas. Legyen O € Con(K), és tegyiik fel, hogy © # A. Az kell belatni, hogy ekkor © = V.
Ehhez legyenek ¢,d € K tetszolegesek. Mivel © # A, ezért van a # b € K, hogy (a,b) € ©. De
© ekvivalenciarelacié ~ (—a,—a) € ©. Tovabba elébb, (%, ;%) € ©. De © kompatibilis K
szorzasaval is, ezért (0- 5=, (b —a) - %) € © azaz (0,c) € ©. Hasonléan adddik (0,d) € ©. Innen
O szimmetriajabol és tranzitivitasabol (¢, d) € ©, és mivel ¢, d tetsz6leges volt, ezért © = V.

. Legyen () # A tetszGleges halmaz, és minden a,b € A-ra legyen a - b = a. Tekintsiik az A = (A, )
algebrat. Igazoljuk, hogy
(a) A félcsoport (balzérd félcsoport);
Megoldas. Tetsz6leges a,b,c € A-ra (ab)c = ab = a és a(bc) = a. Ezért a miveletiink
asszociativ.

(b) A mindegyik ekvivalenciarelacidja kongruencaja A-nak (tehat A4 kongruenciiinak egyetlen osz-
talya sem hatérozza meg a tobbit).

Megoldas. Legyen O tetszéleges ekvivalenciarelacio A-n. Azt kell ellendrizni, hogy © kompati-
bilis a - szorzéassal. Ehhez tegyiik fel, hogy (a1, a}) € © és (aq, a}) € ©. Ekkor (ajaq,a}alh) € O,
mert ajas = a1 és aja, = aj.

. Igazoljuk: tetszsleges A algebrara és © € Con(A)-ra O részalgebraja A x A-nak.

Megoldas. Azt kell ellendérizni, hogy © zart A x A miiveleteire. Ehhez legyen f € F és

(a1,a1), ... (ag(p), aycp)) € O.
Ekkor
©eCon(A)
fAXA(<a17a/1>7'"7<ag(f)7alg(f)>) = <fA(a17"'a,g(f))afA(allv"'alg(f)» € o,
Tehat © zart a miiveletekre.

. Igazak-e a kovetkezd azonossédgok minden félcsoportban?

(@) zy=yx; (b)) (zy)(w)w = ((zy)u)(vw);  (¢) (x(yz)(uv))y = (zy)((zu)(vy)).

Megoldas. (a) nem igaz, ellenpélda a 6. feladatban szerepls balzéréd félcsoportok, ha A alaphal-
mazuk legaldbb 2-elemi. Més ellenpélda pl. A = (R?*2 ) (itt - a métrixok szokdsos szorzasa).
Mivel a méatrixszorzis asszociativ, de nem kommutativ, ezért A egy nemkommutativ félcsoport. To-
vabba (b),(c) igaz, mert mindkét esetben a bal és jobboldalakon ugyanazok a véltozok ugyanolyan
sorrendben vannak, a két oldalnak csak a zardjelezése tér el.

. Igazoljuk, hogy minden véges félcsoportban van idempotens elem.
Megoldas. Legyen A = (A,-) véges félcsoport, legyen a € A tetsz6leges. Mivel A véges, ezért az
{a":neN}CA

halmaz is véges. Van tehit i < j € N agy, hogy a' = o/. Emiatt o't = o711, 0’2 = o/ 12, illetve
altalaban tetszéleges ¢ € N-re és k > i-re a* = akteli=1), Legyen k = i(j — ¢). Ekkor k > i. ezért
a* € {a’,...a’ '} és emiatt

akak — ak+k — ak+z(]—z) — ak.

A feladatlap elektronikusan letlthets innen:
https://users.renyi.hu/~sagi/algebral-2026osz-letoltesek.html




