Algebra-1 1. feladatlap megoldasokkal 2026. szept. 9.

Definici6é. Az A algebra egyszeri, ha csak trividlis kongruenciareléciéi vannak:
e A ={{a,a):a€ A} (diagonalis kongruencia) és
o V=1{(a,b):a,be A} (teljes kongruencia).

1. Legyenek (F, ) és (G, o) olyan hasonlésagi tipusok, melyekre G C F' és 0 = p|g. Legyen az A, B
algebrak hasonlosagi tipusa (F, o) és legyen ezek (G, o) szerinti reduktuma A’ illetve 5’. Igazoljuk:

(a) Ha © € Con(A), akkor © € Con(A").
(b) Ha van sziirjektiv homomorfizmus A-r6l B-re, akkor van sziirjektiv homomorfizmus A’-r6l 55'-re.

Megoldas.

(a) Tegytik fel, hogy © € Con(A). Azt kell belatni, hogy © kompatibilis az dsszes G-beli miivelettel,
azaz tetszleges f € G-re és tetszGleges ai, ..., ao(s), a7, a'g(f) € A-ra,

ha (a1,a1) € ©,...,(ay(p), ayp)) €O, akkor (fA(ah...7ag(f)),fA(a’1,...,alg(f))> €0.

De ez még minden f € F-re is teljesiil, ha egyszer © € Con(A).
(b) Ha ¢ : A — B sziirjektiv homomorfizmus, akkor ¢ nyilvan megtartja az 6sszes G-beli miiveletet
is, tehat ¢ mutatja, hogy van sziirjektiv homomorfizmus A’-rél B'-re.

Masodik megoldas(b)-re: a homomorfizmustétel szerint A/ker(p) izomorf B-vel, és az (a) rész

miatt ker(p) € Con(A’"). Mivel faktoralgebra reduktuma azonos a megfelel reduktum faktor-
algebrajaval (ez szinte trivi, gondold meg), ezért A’ /ker(yp) izomorf lesz B'-vel azaz B’ valoban
homomorf képe lesz A’-nek.

2. ElGadason tanultuk, hogy egy algebra részalgebrainak metszete részalgebra marad. Igaz-e, hogy
minden algebra barmely két részalgebrajanak unidja is részalgebra marad?

Megoldas. Az allitds nem igaz. Példaul legyen V az R feletti 2-dimenzi6s vektortér, és legyenek
Vi = Span{e, }, Vo = Span{e,} a sztenderd bazisvektorok &ltal generalt 1-dimenzids alterek. Ezek
V-nek részalgebrai, de V3 U V5 nem zart a vektorok Osszeadéaséra, ezért Vi U V5 nem altér (ami
pontosan azt jelenti, hogy nem részalgebra).

3. Legyen A tetszGleges algebra, B < A és legyenek 1, to megfelels tipustu termek. Igazold, hogy

(a) ha A |=t; = tq, akkor B |=t; =t (azaz azonossagok érvényesseége részalgebrakra 6roklgdik).

(b) Igaz-e az el6z§ allitas megforditasa?

(c) Tegyiik fel, hogy t; = to-ben Gsszesen k darab valtozo van, és B |= t1 = to mindig teljesiil, ha B
az A-nak legfeljebb &k darab elemmel generélt részalgebraja. Igazoljuk, hogy ekkor A |= t1 = to.

Megoldas.

(a) Legyen b tetszsleges sorozat B elemeibdl. Ekkor b tekintheté A elemeibdl 4llo sorozatnak is.
Mivel A |= t; = to, ezért t{(b) = t5'(b) és emiatt t5(b) = t5(b), tehat B |=t; = to.

(b) A megforditas nem igaz: legyen pl. A a (2x 2)-es valos méatrixok gytrtje, és legyen B a (2x2)-es
valds diagonélis matrixok gytirije. Vilagos, hogy B < A és B kommutativ, de A nem.

(c) Ellentmondést keresve tegyiik fel, hogy A £ t1 = to ~» van a € A*, hogy t{'(a) # t5'(a).
Legyen B = (a) az a &ltal generalt részalgebra. Ekkor egyrészt, mivel B-t legfeljebb & darab
elem generalja, a feladat feltételei miatt t5(a) = t5(a). Masrészt, mivel B < A, ezért

5(a) Y 1) # t4(a) & t5(a),
vagyis 7 (a) # 5 (a), §-

A (x)-al jelolt 1épéseket az (a) részben is hasznéaltuk méar, talan érdemes kiilon meggondolni (pl.
ty illetve to Osszetettsége szerinti indukcidval kdnnyen adodnak abbol, hogy B < A).



. Igazoljuk, hogy tetszsleges A algebranak a fenti A és V relaciok kongruenciai.

Megoldas. Pl. A esetében azt kell megmutatni, hogy A kompatibilis az 6sszes F-beli mivelettel,
azaz tetszOleges f € F-re és ay,..., a5, af,..., a’g(f) € A-ra,

ha ay = aj, ..., a,p) = aj,p), akkor fAar, .. ayp) = fA],. ., A1)
de ez nyilvanvalo. A V-ra vonatkozoé allitas hasonloan igazolhato, (s6t picit még konnyebb is).

. Legyen A az egész szamok szokésos gytrtje és legyen m € Z. Igazoljuk, hogy
©={{(a,b): a=b (modm)}

kongruenciarelicioja A-nak.

Megoldas. Azt kell megmutatni, hogy © (vagyis az m szerinti maradékosztéaly-képzés, mint ekviva-
lenciarelacio) kompatibilis az egész szamok Osszeadédséval és szorzasaval, azaz azt kell megmutatni,
hogy tetszdleges ai,aq, a},a) € Z-re

ha a1 =a) (mod m) és as =ay (mod m) akkor
a; +as = ay +aly (mod m) és ajay = ayay (mod m).
De Bev.Alg.-1-bdl tanultuk, hogy ez igy van.

. Legyen U a 2 x 2-es valos fels6 haromszogmatrixok szokasos gytrtije. Mutassuk meg, hogy

0= {(A, AYeU?  A-A = (8 g) valamely u € R—re}

kongruenciarelacioja U-nak.

Megoldas. Azzal kezdjiik, hogy mutassuk meg: © ekvivalenciarelacié. A trnazitivitas igazolasahoz
hasznaljuk fel, hogy tetsz6leges A, B,C € Uta A—C = (A—B)+ (B - ().

Ezutén, mint az el6z6 feladatokban, azt kell megmutatni, hogy © kompatibilis a matrixdsszeadéssal,
és a matrixszorzassal. Legyenek (A, A’) € © és (B, B’) € ©. Az €l6z6 feladatok alapjan azt kénnyt
meggondolni, hogy ekkor (A + B, A+ B’) € ©. Azt, hogy (A- B, A’ - B’) € ©, két lépésben igazold.
El6szor azt igazold, hogy (A - B, A’ - B) € O, majd pedig azt, hogy (4’ - B, A’ - B’) € O, Vegiil
hasznald, hogy © tranzitiv relacié.

. Legyen K tetszGleges test. Igazoljuk, hogy K egyszerd, vagyis (csak trividlis kongrenciarelacioi
vannak).

Megoldas. Legyen © € Con(K), és tegyiik fel, hogy © # A. Az kell belatni, hogy ekkor © = V.
Ehhez legyenek c,d € K tetszSlegesek. Mivel © # A, ezért van a # b € K, hogy (a,b) € ©. De ©
ekvivalenciarelacio ~ (—a, —a) € ©. Tovabba O kompatibilis K Osszeadasaval ~ (a —a,b—a) € O,
azaz (0,b —a) € ©. Dea #b ~ a—0b# 0. Mint elsbb, (;%-, ;%) € ©. De © kompatibilis K
szorzésaval is, ezért (0 - %=, (b—a) - %) € O azaz (0,c) € ©. Hasonléan adddik (0,d) € ©. Innen
O szimmetriajabol és tranzitivitasabol (c,d) € ©, és mivel ¢, d tetsz6leges volt, ezért © = V.

. Igaz-e, hogy az alabbi A, B algebra-parokra A izomorf B egy részalgebrajaval (azaz A bedgyazhato
B-be)? A megadott miveletek mindig a szokéasosak.

(a) A= (QI00x100 J 4 B = (R2026x2026 T 4 ).
(b)  A=(Q,+), B = (R\{0},-);
(C) A: <(C7+7'>7 B= <R2X27+a'>;
(d) A= <C717+7'>7 B:<Q2X27I7+7'>;
(Utmutatéas: ha lenne ilyen beagyazés, akkor milyen matrix felelne meg +/2-nek?)
(e) A=(C,4), B=(R,+) (forditva konnyi lenne).



Megoldas.

(a)

(b)

Igaz. Legyen C azoknak a 2026 x 2026-os valés méatrixoknak a halmaza, melyek bal fels6 (100 x
100)-as részén kiviil minden elem nulla, és a bal felsg (100 x 100)-as rész minden eleme racionélis.
A blokkmatrixokkal kapcsolatban az el6zé félévben tanultak alapjan C zart a métrixGsszeadasra,
és matrixszorzasra. Ezért C < B, az pedig vildgos, hogy A és C izomorfak.

Igaz. Legyen ¢ : Q — R, p(x) = e”. Mivel ¢ injektiv és

p(x+y) =™ = e"e¥ = p(x)p(y),

ezért o izomorfizmus az értelmezési tartomanya és értékkészlete kozott, ez mutatja, hogy A
izomorf B egy részalgebrajaval.
a
b
fizmus az értelmezési tartomanya és értékkészlete kozott; ez mutatja, hogy most is A < B.

Nem igaz. 1. megoldds: Még csak injektiv fiiggvény sincs C-bsl Q?*2-be, mert, |C| > |Q**2|.

Igaz. A jol ismert (a+bi) — ab) leképezés egy injektiv gytrihomomorfizmus ~» izomor-

2. megoldasként azt mutatjuk, meg, hogy nincs homomorfizmus sem A-bol B-be. Ellentmon-
dast keresve tegyiik fel, hogy C < B és ¢ : A — C homomorfizmus. Mivel (¥/2)% = 2, ezért
az A = ¢(/2) matrixra A% = 21, azaz A minimélpolinomjara m 4 (x)|z® — 2. De 2® — 2 irre-
ducibilis Q felett (mert 3-adfoki, és nincs gydke Q-ban), ezért ma(x) = 23 — 2. Ugyanakkor
A (2 x 2)-es, ezért karakterisztikus polinomja mésodfoku, igy a Hamilton-Cayley tétel miatt
ma(x) is legfeljebb masodfoku lehetne; 4.

Igaz. Legyen Vi a valos szamok Q feletti vektortere és legyen V5 a komplex szamok Q feletti
vektortere. Mivel

dim(Vy) = dim(V2) = kontinuum,

ezért V7 és V5 izomorfak, mint vektorterek. Ezért az 1. feladathoz hasonléan Vi és V5 vek-
torosszeadésra vett reduktumai is izomorfak. De ezek a reduktumok éppen A és B. Mivel B
részalgebrija sajatmaganak, ezért A valoban izomorf B egy részalgebrajaval.

A feladatlap elektronikusan letolthets innen:
https://users.renyi.hu/~sagi/algebral-2026osz-letoltesek.html




