Algebra-1 1. feladatlap 2026. szept. 9.

Definici6é. Az A algebra egyszeri, ha csak trividlis kongruenciareléciéi vannak:
e A ={(a,a):ae€ A} (diagonalis kongruencia) és
o V=1{(a,b):a,be A} (teljes kongruencia).

1. Legyenek (F, o) és (G, o) olyan hasonlosagi tipusok, melyekre G C F' és 0 = g|g. Legyen az A, B
algebrak hasonlosagi tipusa (F, o) és legyen ezek (G, o) szerinti reduktuma A’ illetve B’. Igazoljuk:

(a) Ha © € Con(A), akkor © € Con(A’).
(b) Ha van sziirjektiv homomorfizmus A-rol B-re, akkor van sziirjektiv homomorfizmus A’-rél B'-re.

2. El6adason tanultuk, hogy egy algebra részalgebrainak metszete részalgebra marad. Igaz-e, hogy
minden algebra barmely két részalgebrajanak uni6ja is részalgebra marad?

3. Legyen A tetszbleges algebra, B < A és legyenek t1,t5 megfelel§ tipusa termek. Igazoljuk, hogy

(a) ha A |=t; = ta, akkor B =t =t (azaz azonossagok érvényesseége részalgebrakra 6roklgdik).

(b) Igaz-e az el6z6 allitas megforditasa?

(c) Tegyiik fel, hogy t; = to-ben Gsszesen k darab valtozo van, és B |= t; = to mindig teljesiil, ha B
az A-nak legfeljebb k darab elemmel generélt részalgebraja. Igazoljuk, hogy ekkor A |= t1 = ts.

4. Igazoljuk, hogy tetszéleges A algebranak a fenti A és V relacidok kongruenciai.
5. Legyen A az egész szamok szokasos gyiiriije és legyen m € Z. Igazoljuk, hogy
©={(a,b): a=b (modm)}
kongruenciarelacioja A-nak.

6. Legyen U a 2 x 2-es valos fels§ haromszdgmatrixok szokasos gytrtije. Mutassuk meg, hogy

0 w
0 O) valamely u € R—re}

9:{<A,A’>GU2:A—A’:<

kongruenciarelacioja U-nak.

7. Legyen K tetszSleges test. Igazoljuk, hogy K egyszerd, vagyis (csak trividlis kongrenciarelacioi
vannak).

8. Igaz-e, hogy az alabbi A, B algebra-parokra A izomorf B egy részalgebrajaval (azaz A beagyazhato
B-be)? A megadott miveletek mindig a szokasosak.

(a) A= (QL00X100 1 4 ) B = (R2026x2026 | 4 .y,
(b)  A=(Q+), B = (R\{0},-);
(C) A= < > B:<R2X27+v'>;
(d A= ((C,l,+ 3, =(Q*>2 I,+,-);
(Utmutatés: ha lenne 1lyen beagyazas, akkor milyen matrix felelne meg +/2-nek?)
(e) A=(C,+), B={(R,+) (forditva konnyd lenne).

A feladatlap elektronikusan let6lthets innen:
https://users.renyi.hu/~sagi/algebral-20260sz-letoltesek.html




