
Algebra-1 1. feladatlap 2026. szept. 9.

De�níció. Az A algebra egyszer¶, ha csak triviális kongruenciarelációi vannak:

� ∆ = {⟨a, a⟩ : a ∈ A} (diagonális kongruencia) és
� ∇ = {⟨a, b⟩ : a, b ∈ A} (teljes kongruencia).

1. Legyenek ⟨F, ϱ⟩ és ⟨G, σ⟩ olyan hasonlósági típusok, melyekre G ⊆ F és σ = ϱ|G. Legyen az A,B
algebrák hasonlósági típusa ⟨F, ϱ⟩ és legyen ezek ⟨G, σ⟩ szerinti reduktuma A′ illetve B′. Igazoljuk:

(a) Ha Θ ∈ Con(A), akkor Θ ∈ Con(A′).
(b) Ha van szürjektív homomor�zmus A-ról B-re, akkor van szürjektív homomor�zmus A′-r®l B′-re.

2. El®adáson tanultuk, hogy egy algebra részalgebráinak metszete részalgebra marad. Igaz-e, hogy
minden algebra bármely két részalgebrájának uniója is részalgebra marad?

3. Legyen A tetsz®leges algebra, B ≤ A és legyenek t1, t2 megfelel® típusú termek. Igazoljuk, hogy

(a) ha A |= t1 = t2, akkor B |= t1 = t2 (azaz azonosságok érvényessége részalgebrákra örökl®dik).
(b) Igaz-e az el®z® állítás megfordítása?
(c) Tegyük fel, hogy t1 = t2-ben összesen k darab változó van, és B |= t1 = t2 mindig teljesül, ha B

az A-nak legfeljebb k darab elemmel generált részalgebrája. Igazoljuk, hogy ekkor A |= t1 = t2.

4. Igazoljuk, hogy tetsz®leges A algebrának a fenti ∆ és ∇ relációk kongruenciái.

5. Legyen A az egész számok szokásos gy¶r¶je és legyen m ∈ Z. Igazoljuk, hogy

Θ = {⟨a, b⟩ : a ≡ b (mod m)}

kongruenciarelációja A-nak.

6. Legyen U a 2× 2-es valós fels® háromszögmátrixok szokásos gy¶r¶je. Mutassuk meg, hogy

θ =

{
⟨A,A′⟩ ∈ U2 : A−A′ =

(
0 u
0 0

)
valamely u ∈ R-re

}
kongruenciarelációja U -nak.

7. Legyen K tetsz®leges test. Igazoljuk, hogy K egyszer¶, vagyis (csak triviális kongrenciarelációi
vannak).

8. Igaz-e, hogy az alábbi A, B algebra-párokra A izomorf B egy részalgebrájával (azaz A beágyazható
B-be)? A megadott m¶veletek mindig a szokásosak.

(a) A = ⟨Q100×100, I,+, ·⟩, B = ⟨R2026×2026, I,+, ·⟩;
(b) A = ⟨Q,+⟩, B = ⟨R \ {0}, ·⟩;
(c) A = ⟨C,+, ·⟩, B = ⟨R2×2,+, ·⟩;
(d) A = ⟨C, 1,+, ·⟩, B = ⟨Q2×2, I,+, ·⟩;

(Útmutatás: ha lenne ilyen beágyazás, akkor milyen mátrix felelne meg 3
√
2-nek?)

(e) A = ⟨C,+⟩, B = ⟨R,+⟩ (fordítva könny¶ lenne).
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