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El6sz6 (vazlat; a végén irom meg)

Mi ez az anyag? Ez az iromény egy elektronikus segédlet, mely a BME-n, 2026
6szén, masaodéves matematikus hallgatok szamara tartott ,,Algebra - 17 kurzus-
hoz késziilt. Csakiugy, mint az el6z6 tanévben, ennek az iromanynak az els6, nyers
valtozatat néhany lelkes hallgatém készitette; ezzel kapcsolatban az alabbi, , Hogy
jott 1étre ez az anyag?” kezdetli bekezdésre utalok.

Mint a korabbi félévekben, ez az iromany is azért kapta a ,Jegyzokonyv” cimet,
mert egyetlen célja, hogy - a lehetéségekhez képest - minél pontosabban lehessen
rekonstrudlni, hogy mi hangzott el az egyes eloadasokon.

Ez az iromany nem konyv, nem egyetemi jegyzet: az attekinthetoség, tomorség
érdekében a szovegbe roviditések, sot akar képletek ékelodnek gy, ahogy egy klasszi-
kus, nyomtatott anyaghban megengedhetetlen lenne.

Hogyan hasznald ezt az anyagot?...

Hogy jott 1étre ez az anyag? Ez az anyag is ugy jott létre, hogy néhany hallgatom
szerkeszthetd LaTex file-a alakitotta az eldadasokon készitett kézzel irt jegyzeteit.
Kiilon 6rom szamomra, hogy azok a hallgatéim, akik az el6z6 tanévben részt vet-
tek mar hasonld segédletek eléallitasaban, nem egyszeriien folytatjak ezt a munkat,
hanem miifajt teremtettek: a kezdeményezésiikben rejlé lehetéségeket felismerve,
létrejott egy intézményesitett segédletird kurzus, hogy idejiikért, energiajukért ok-
tatasi krediteket is kapjanak, emellett jegyzetkészitési tapasztalataikat atadjak a
tobbi (akar fiatalabb) hallgaténak.

Ennek a Jegyzékonyvnek az elkészitésében (névsor szerinti sorrendben) a kovet-
kezo hallgatéim vettek részt:

Balog Benjamin, Domokos Norbert, Gegé Levente, Karpati Noémi, Mathé Zalan

Ha valakit kihagytam volna, akkor elnézését kérem. Kérem, hogy jelezze, korrigalom
azonnal.

HATALMAS KOSZONET minden hallgatémnak, aki kozremiikodott ennek az
anyagnak az elkészitésében!!!! Lelkesedésiikért nagyon halas vagyok! Az altaluk
atadott nyers szoveget ebben a szemeszterben is nagy orommel, szeretettel csi-
nositottam tovabb; azt kivanom, Ti is ilyen orommel olvassatok.

Budapest, 2026 6sz.
Sagi Gabor
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0. Jelolések

Gyorsirasos jelolések, roviditések

TFH: Tegyiik fel, hogy;
ACSA: Akkor és csak akkor;
d: Létezik;

V: Minden;

3!: Pontosan egy van;

... = .... Ha... akkor...

Tovabbi jelolések

€: eleme;

C illetve C: valddi részhalmaz, illetve részhalmaz;

M: metszet;

U: unid;

A\ B vagy A — B: az A és B halmazok kiilonbsége;

N: természetes szamok halmaza (N = {0,1,2,3,...});
NT: pozitiv egész szdmok halmaza (N* ={1,2,3,...});
Z.: egész szamok halmaza;

Q: racionalis szamok halmaza;

R: valds szamok halmaza.



1. Altaldnos algebra

Ebben a fejezetben megismerkediink néhany konstrukciéval, modszerrel és tétellel,
melyek egyszerre alkalmazhatdk félcsoportokra, csoportokra, gytirtikre, vektorterek-
re és még sokminden masra is. A Bevezetés az Algebraba - 1 Jegyzokonyv 4. feje-
zetébdl mar ismerds absztrakcids szinten mozogva bovebben kifejtjiik az ott beveze-
tett fogalmakat és konstrukcidkat, sét, egy picit tovabb is megytlink az ott kijelolt
iranyban.

1.1. Definicié (Hasonldsagi tipus). Az (F, p) par egy hasonldsdgi tipus, ha

o: FF— N.

Itt F' a miveletnevek halmaza, és minden f € F esetén o(f) az f valtozdinak szama.

1.2. Definicié (Algebra). Legyen (F, p) hasonldsdgi tipus. Az
A= (A, [*)ser
(F, 0) tipusi algebra, ha

o A +#0; ez az alaphalmaz;

e minden f € F esetén
fA A A

fiiggvény; ez az f-hez tartozé mivelet.

Figyeljiik meg, hogy magat az algebrat az irott A betiivel jeloltiik, mig alaphal-
mazat a megfelel6 nyomtatott A betlivel. Ezzel hangsilyozva, hogy az algebra az
alaphalmaza és a miiveletek egytittese. Ezt a kiilonbségtételt egyes esetekben nagy-
vonaluan kezeljik: ha félreértés nem fenyeget (mert pl. a miiveletek vildgosak a
szovegkornyezetbél), akkor néha csak az alaphalmazt adjuk meg, mégis algebrardl
beszéliink majd.

1.3. Példa. Legyen F = {i, f, g}, és a hasonlésagi tipust adja meg

i fg
o(h)]0 2 2~

A kovetkezOk mind (F), p) tipusu algebrék (az alabbi példdk mindegyikében a miiveletek
értelmezéseinek jobboldalain mindig a szokasos Osszeadds, szorzas, hatvanyozas all).



1. A= (C,i* f4, g4, ahol

=0, flry =ty gy =ay
2. B=(Q,i", fB, ¢"), ahol

#=0,  fPlry)=z+y, Py =2y
3. C=(Q,i¢ f€, ¢°), ahol

i©=0, fr,y)=zy, “(r,y)=1+y.

C-ben az el6z6 példdhoz képest az f és g miiveletek fel vannak cserélve: f
jeloli a szorzast, g az Osszeadast. Tehat B és C kiilonbozo algebrak.

A és B gytiri, C viszont nem az, mert az osszeadas nem disztributiv a szorzésra.
4. D= (N,iP, fP g¢P), ahol
P =17, fPlay)=2"+2, ¢ (ry) =y

Itt gP olyan kétvaltozds fiiggvény, melynek eredménye nem fiigg az elsé valtozdja
értékétél. Tovabba gP-t értelmezniink kell a teljes N2-en, ehhez alkalmazzuk
a szokdsos 0° = 1 konvenciot.

Klasszikus esetekben hasznaljuk a szokdsos jeloléseket is. Példaul f4(x,y) helyett
irhatunk = + y-t is.

1.4. Példa (Tovabbi példék). Altaldnos algebrak még pl. a félcsoportok, a csopor-
tok és a gytliriik. Ezért minden, amit ebben a fejezetben megismeriink, érvényes lesz
félcsoportokra, csoportokra, gytrikre, és még sokminden maésra is.

Ebben a felépitésben a testek nem algebrék, mert a O-nak nincs reciproka, emi-
att az ¥ — 27! leképezés nem az egész testen értelmezett miivelet. A testeket
specialis gytriikként kezelhetjiik: a testek olyan gytriik, melyekben minden nem-
nulla elemnek van reciproka, de a reciprokképzés nem miivelet (nincs is neve neki a
hasonlésagi tipusban).

A vektorterek viszont beleférnek ebbe a fogalomba. Legyen W vektortér a K test
felett, legyen V' a vektorok halmaza. Minden A € K-ra legyen

H) =X v.

Ekkor a
<‘/7 +7 07 f)\>)\EK

algebra azonosithaté a W vektortérrel.



o Egyrészt itt F-nek (a miiveletek neveinek) is van szerkezete: a miiveletnevek
egy testet alkotnak.

e Masrészt itt F' végtelen is lehet, pl. R feletti vektorterekben |R| =kontinuum
darab mitivelet van. Figyeljik meg, hogy altaldban is: az Definiciéban
semmiféle el6irds nincs F' méretére (F' akdr tires is lehet, vagy lehet véges,
vagy lehet akar tetszélegesen nagy végtelen halmaz).

1.1. Termek és azonossagok

1.5. Definicié (Term). Legyen (F),p) hasonlésagi tipus, X pedig a valtozék hal-
maza. A ¢ szimbélumsorozat (F, o) tipusi term X felett, ha

o t € X valtozo, vagy t € F és o(t) = 0 (konstansszimbd6lum);
o L= f(t1,...,typ)), ahol f € F,ésty,... tyy termek;
e minden term az el6z6 két szabaly véges sok alkalmazasaval all elé.

Az, hogy egy t szimbdélumsorozat adott tipusi term, nem tobb és nem kevesebb
annal, mint hogy ¢ a fenti szabalyokkal el6allithaté.

A termek jelentés nélkiili jelsorozatok. Jelentést akkor kapnak, ha megfelel6 kontex-
tusba helyezziik 6ket. Egy ilyen kontextus

e egy, a term tipusdval megegyezd tipusi algebra (ez mondja meg, hogy a termben
szereplé miiveletnevek milyen miiveleteket neveznek meg) és

e cgy behelyettesités (mely azt adja meg, hogy a termben szereplé véltozok az alap-
halmaz mely elemeit jel6lik).

Ha tq,t5 termek, akkor a t; = ty kifejezés egy azonossdg.

1.6. Definici6é (Azonosség teljesiilése). Legyen A egy (F, o) tipusu algebra. A
AEt =t

jelolés azt jelenti, hogy az azonossag igaz A-ban: a valtozok helyére barhogyan {runk
A-beli elemeket, a két oldal értéke egyenlé lesz.

1.7. Példa. Az Példdban megadott algebrakra, a + és - jeloléseket rendre az f
és g miveletnevekre hasznalva:

A2y +2) = 2y + 22,
BEx(y+z) =zy+zz,

C W x(y+ 2) = xy + xz (mert itt zy jeloli x és y dsszegét, tovabba x + y jeldli z és y szorzatat),
Dfz-y=y-x.



1.2. Algebrak konstrukcioi: Reduktumképzés

1.8. Definicié (Reduktum). Legyenek (F,p) és (G, o) olyan hasonldsigi tipusok,
melyekre G C F' és 0 = g|g. Legyen

-’4 = <A7 fA>f€F

(F, o) tipust algebra. Ekkor
B = <Aa fA>f€G

az A algebra (G, o) tipusu reduktuma.

Reduktum-képzésnél tehat az algebra alaphalmaza nem valtozik, csak a miiveletei
koziil hagyunk el (,felejtiink el”) néhanyat.

1.9. Példa. Minden csoportnak van félcsoport-reduktuma, és minden gytirtinek van
Abel-csoport-reduktuma.

1.3. Algebrak konstrukcioi: Részalgebrak
1.10. Definicié (Részalgebra). Legyen
A:<AafA>f€F7 B:<B7f6>f€F
két (F, o) tipusi algebra. Ekkor B részalgebrdja A-nak (jelolés: B < A), ha

e BC A;

e minden f € F esetén
fB= s
1.11. Példa. A szokasos Z gytri részalgebraja a szokasos Q gytiriinek:

7 < Q.

1.12. Definicié (Generélt részalgebra). Legyen X C A. Ekkor a B < A részalgebra
az X dltal generdlt részalgebra, ha

e X CB;
e minden C < A esetén X C C = B <.

Azaz B a legkisebb X-et tartalmaz6 A-beli részalgebra (abban az értelemben, hogy
egyrészt X részhalmaza B alaphalmazanak, masrészt, ha X részhalmaza valamely
C < A alaphalmazénak, akkor B < C). Jeldlés:

B =(X), esetleg B = (X)A
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Az X halmaz nem feltétleniil zart az A-beli muveletekre, ezért lehetséges, hogy
X C B (s6t, ez a tipikus eset).

1.13. Tétel (A generalt részalgebra létezése). Minden nemiires X C A-ra létezik
(X) <A

Elsd bizonyitas. Legyen
H={C<A:XCC(C}.

Ez nem tires, hiszen példdul A € H. Legyen

B=()cC

CeH
Egyrészt X C B.

Masrészt azt allitjuk, hogy, B zart a miiveletekre. Ez a kovetkezok miatt van igy.
Legyen f € I tetszdleges, és legyenek ay, ..., a,) € B. Ekkor minden C € H esetén

a1, ...,09(f) € C.
Tovabba mindegyik C zart a miveletekre (hiszen mindegyik C részalgebra). Ezért
VCeH)  fHa,...,a,7) €C.

Tehat
fA(al,...,aQ(f)) € ﬂ C = B.

CeH

Ertelmezziik B-n a miiveleteket az A miiveleteinek megszoritasaként. Fzzel elértiik,
hogy B < A egy X-et tartalmazé részalgebra.

Harmadrészt a metszet definicigjabdl nyilvanvald, hogy B a legkisebb X -t tartalmazo
részalgebra: B < C teljesiil minden C € H-ra. ]

Arra a feltételre, hogy a generalé X halmaz nemiires, azért volt sziikkség, mert
az Definicié értelmében egy algebra alaphalmaza sosem lehet tires. Ha a ha-
sonlosagi tipus tartalmaz konstansszimbolumot, akkor ez onamgaban garantalja,
hogy — az el6z6 bizonyitas jeloléseit hasznalva — ﬂ C # (), mert mindegyik C

CEH
tartalmazza az Osszes kontanst (= 0-véltozés mivelet eredményét). Ezért ha ha-

sonloségi tipusunkban van legaldbb 1 darab konstanszimbdélum (=nulla-valtozos
fliggvényszimbdlum), akkor az X # () feltétel elhagyhato.



Masodik bizonyitdas. Az oOtlet: vegyiik az Osszes olyan elemet, amit gy kapunk,
hogy egy tetszoleges termet X-beli elemeken kiértékeliink. Ez lesz a keresett B.
Formaélisan, legyen

B = {t*ay,...,a,) :n €N, t egy n-véltozés term, ay,...,a, € X}.

(1) Allitjuk, hogy X C B.

Ez teljesiil, mert X minden eleme el6all ugy, hogy z-be, mint egyetlen valtozébdl alld
termbe behelyettesitjiik X elemeit. Tehat minden a € X-re teljesiil, hogy a € B.

(2) Allitjuk, hogy B C (X).

Ez a kovetkez6k miatt van igy. Legyen C < A tetszéleges, melyre X C C. Az
Definiciét kovetve, a termek Osszetettsége szerinti indukciéval belatjuk, hogy min-
den n-valtozos t termre és minden aq,...,a, € X C C esetén tA(al, coan) € C

e alaplépés: ha t valtozé vagy konstansszimbdélum, akkor ez trivialis;
e indukcids 1épés: ha t = f(l1,...,1,y)), akkor az indukcids feltevés szerint
tA(ay, ..., a,) € C minden i-re, és mivel C zart f4-ra, az eredmény is C-ben van.

Az indukcié kész, belattuk, hogy C minden termre zart.
Mivel az el6z6 bekezdés minden X-et tartalmazé C < A algebrara igaz, ezért,
ha (X) létezik egyaltalan, akkor (2)-nek teljesiilnie kell.

(3) Allitjuk, hogy B < A (azaz B zért a miiveletekre).

Ennek igazoldsahoz legyen f € F' és legyenek by,..., b, € B. Ekkor B definicidja
szerint minden ¢ = 1,..., o(f)-hez létezik egy t; (mondjuk k; véltozds) term és egy
a; € X% sorozat gy, hogy b; = t{(a;). Feltehetjiik, hogy a t; termek véltozéinak
halmaza paronként diszjunkt. Ekkor

A
FAb, b)) = FAE @), -ty (@n) = (f(tl,...,tg(f))) (@y,...,a,) € B.

Ez pontosan azt jelenti, hogy B zért fA-ra; mivel f € F tetszbleges volt, (3) teljesiil,
azaz B < A.

Osszefoglalva: X C B < A (1) és (3) miatt, és B C (X) (2) miatt. De (X) definici6
szerint a legkisebb X-et tartalmazé részalgebra, tehat (X) C B is fennéll (hiszen B
maga is egy X-et tartalmazo részalgebra). Igy

B = (X),

ami éppen a bizonyitando allitas. O
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1.4. Algebrak konstrukcioi: Faktoralgebrak, homomorf kép

1.14. Definicié (Izomorfizmus és homomorfizmus). Legyen A = (A, fA)jer és
B = (B, f®)jer két (F,0) tipusi struktira, és ¢: A — B egy leképezés. Azt
mondjuk, hogy ¢ egy izomorfizmus, ha

(1) ¢ bijekcid;
(2) ¢ miivelettartd, azaz minden f € F' és minden aq,...,a,) € A esetén

(F A, anp)) = Fo(plar), - plap))-

Azt mondjuk, hogy A izomorf B-vel, ha van koztiik izomorfizmus. Emellett hasznaljuk
még a kovetkezo elnevezéseket is.

Ha (2) teljesiil (azaz ¢ mivelettart6), akkor ¢ homomorfizmus;
Ha (1) és (2) is teljesiil, akkor ¢ izomorfizmus;

Ha (2) teljestil és A = B, akkor ¢ endomorfizmus;

Ha (1) és (2) is teljesiil és A = B, akkor ¢ automorfizmus.

1.15. Definicié (Egy fliggvény magja). Legyen f: A — B tetszbleges fliggvény.
Ekkor

ker(f) = ker(f) = {{a,b) € Ax A: f(a) = f(b)}
az [ magja. Ez nem a linearis algebraban hasznalt magfogalom: itt egy relaciot
adunk meg, ezt — szitkség esetén — ker(f)-ben a kitev6be irt A-val is hangstlyozzuk
(A-val itt az , Algebrai” szora utalunk). Késébb visszatériink még a linedris al-
gebrabdl ismert ker-el valé kapcsolatra.

1.16. Definicié (Kongruenciareldcid). Legyen A = (A, fA) ;e algebra, és © ekvi-
valenciarelacié A-n. A © relacié kongruenciareldcio, ha minden miivelettel kompa-
tibilis, azaz ha minden f € F' és minden ai, ..., ayy), a4, ..., @) ;) € A esetén

(aj,a}) € O,
— <fA<a1a ce 7ag(f))a fA(aqh o 7&/9(f))> € 0.
(ao(s), d(p)) € ©
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Szavakkal: Azonos kongruencia-osztalyban 1évé elempérokat minden A-beli miivelet
azonos osztalyba képez.

a A
a\

(TN
NE Y
f(a)

I
~__|°
f

(d/

1.17. Definicié (Faktoralgebra). Az A algebra kongruencidinak halmazat Con(.A)-
val jeloljiik. Ha © € Con(A), akkor A/O az A algebra © szerinti faktoralgebrdja,
amit a kovetkezé modon definialunk:

e A/O alaphalmaza a © ekvivalenciaosztalyainak halmaza:
A/© ={a/O :a € A};

o A/O miiveletei: ha f € F és a1/0,...,a,/0 € A/O, akkor

fA9(a1/0,. . ayp/0) = fAan, ... ay5))/0.

Az fA/® miivelet tehit a © ckvivalenciaosztalyain van értelmezve. Az el6z6 de-
finicibban ugy vettiik fel © néhany ekvivalenciaosztalyat, hogy reprezentansokat
valasztottunk beldliik: a;/©-bdl ai-et,...,a,(r)/O-bol a,s)-et. Ha

a; € a1/O,. .. ,a'g(f) € ay(f)/©,

akkor mindegyik a;/© ekvivalenciaosztalyt megnevezhettiik volna a}/©-val is, hiszen
ckkor a;/© = a}/©. Ezért

(*) fA/@(al/@v s 7a9/@) = fA/@(all/@v SR 7alg/@)u

mert a két oldalon az f4/® argumentuméban szerepld ekvivalenciaosztélyok péaron-
ként rendre egyenlék. Tehét, amikor fA/© eredményét definidljuk, akkor az
Definici6 2. pontjanak baloldalait kiillonb6z6 moédon is megnevezhetjiik! Ugyan-
akkor a definicié jobboldalan hasznéltuk, hogy © egyes ekvivalenciaosztalyaibol
melyik reprezentanst valasztottuk (azaz hasznaltuk, hogy © egyes ekvivalencia-
osztalyait milyen konkrét médon neveztitk meg). Ezért felmeriil a kérdés, hogy
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vajon fA/€ jéldefinidlt-e abban az értelemben, hogy a definicié jobboldala nem fiigg-
e a reprezentansok megvalasztasatél. Ahhoz, hogy a fenti definicié értelmes legyen,
sziikséges, hogy ha ugyanazt a baloldali objektumot kiilonb6z6 médon neveztiik meg
(azaz, ha (x) fenndll), akkor a jobboldalaknak is egyenléknek kell lennitik:

(x%)  fMay,. .. L Go(f)) /O = A, ..., alg(f))/@,

vagyis, ha az argumentumokbdl masképp valasztunk reprezentansokat, akkor a két
reprezentasrendszer mellett szamitott eredménynek legalabb az ekvivalenciaosztalya
azonos kell, hogy maradjon. Ha ez nem teljesiilne, akkor a fenti Definici6 szerint
fA/© nem lenne fiiggvény: értelmezési tartomanya elemeihez esetleg tbb kiilonbozé
eredményt is hozzarendeltiink volna.

Ez a probléma a faktoralgebrak definicidjaban nem 1ép fel, mert kongruen-
ciarelacid szerint faktorizaltunk (val6jaban ez indokolja meg a kongruenciarelaciok
beli definiciéjat). Formalisabban, ahhoz, hogy a fenti ben értelmes moédon
definidljuk az f*/© miiveletet, pont arra van szitkségiink, hogy ha minden i =
L,...,0(f)re (a;a;) € O, akkor

<fA(a17 s 7ag(f)>7fA<a’ll7 ce 7alg(f)>> € @7

vagyis © kongruenciarelacié legyen. fgy fA eredményeinek ekvivalenciaosztalya nem
fliigg a reprezentdnsok megvéalasztasatol és ezért fA joldefinidlt.

1.18. Tétel (Mag, természetes homomorfizmus és homomorfizmustétel).
Legyen ¢: A — B homomorfizmus, és © € Con(A). Ekkor:

(1) ker(p) € Con(A).
(2) Az
a: A— A/O, alb) =b/0

leképezés homomorfizmus; ez a ©-hoz tartozo természetes homomorfizmus.

(3) Homomorfizmustétel: ha ¢ szirjektiv, akkor

B = A/ ker(p).

A—> B
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Bizonyitds. (1) Vildgos, hogy ker(y) ekvivalenciareldcié. Azt kell még igazolni,
hogy a miiveletekkel kompatibilis. Legyen f € F', és tegytik fel, hogy

Ay ...y Ug(f), A7, - - - ,a'g(f) cA
ugy, hogy minden i = 1,..., o(f)-re (a;,a;) € ker(p). Ez azt jelenti, hogy
(Vi <o(f) elai) = p(a).

A cél:
(fHar, .. agp), fA(ay, .. dlyp)) € ker(p),
azaz

p(far, . a0) = o(fHaL - dyp))-
Ez kovetkezik abbdl, hogy ¢ egy homomorfizmus:

(a1, ag)) = [P (elar), .., elag))
= P (e(d)), ..., play )
— ('p(fA(a,ll, . ,a'g(f))).

(2) Legyen f € F, és legyen ay,...,a,) € A. Azt kell ellendrizni, hogy

a(fHar, ... anp)) = fAe (a(ar), ..., alayy)))-

Azaz az kell, hogy

FAar,.. ay) /0 = fA9(a1/6,.. ayp)/0).

De ez a faktoralgebra miiveleteinek definicidja szerint igaz:

FY (), - alagp)) = F49(a1/6, .. ays)/0)
= f‘A(CLl, e ,ag(f))/@.

(3) Tegyiik fel, hogy ¢ sziirjektiv. Definidljuk a kovetkezd leképezést:

v Al ker(p) — B, 1[1(@/ ker(gp)) = p(a).
Ez joldefinialt, mert

af ker(p) = [ ker(¢) = (a,0) € ker(ip) <> (a) = p(a).
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Azt kell igazolni, hogy ¢ izomorfizmus.
e Injektivitdas. Ha a/ ker(p) # b/ ker(p), akkor ¢(a) # ¢(b). Ezért
v (a/ker(p)) = ¢(a) # (b) = 1 (b/ ker(p)).

o Sxirjektivitds. Ha y € B, akkor ¢ sziirjektivitdsa miatt létezik a € A, amelyre
¢(a) = y. Ekkor

U(a/ ker(p)) = ¢la) = y.
o Mivelettartds. Legyen f € F, és

ar/ ker(p), ..., aop/ ker(p) € A/ ker(yp).
A bizonyitandé egyenléség

Y(fA I (ay/ ker(p), ..., app)/ ker(p)) = fB(v(ar/ ker(p)), ..., ¥(ays/ ker(p))).

Ez teljesiil, mert,

FP(W(ar/ker(p)), ..., ¥(ags/ker(p)) = fP(e(ar), ..., elays))
o(fAar, ..., ayp))
G (fHar, .- agp))/ ker(p))
= (SN ar )/ ker(p), ..., ayp)/ ker(p))).

Tehat v bijektiv és miivelettartd, vagyis izomorfizmus. n

Izomorfia-tételek

1.19. Tétel (1. izomorfizmus-tétel). Legyen A egy (F, o) tipusi algebra, B < A és
© € Con(A). Ekkor:

(1) © = O N (B x B) € Con(B).
(2) HoVa € A 3be B: (a,b) € O, akkor
A/O = B/Opg.

AN

)

4
N

A récs celldi a ©-osztédlyok;
a B-vel vett nem iires metszeteik a © g-osztalyok.

R\

TN
L

/
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Bizonyitas.
(1) A Op relacié ekvivalenciareldcié B-n, hiszen O eckvivalenciarelacié A-n. A

milveletekkel valé kompatibilitds ellenérzéséhez legyen f € F, éslegyen ay, ..., ayp),
ay,...,a,p € B gy, hogy (a;,aly € Op minden i = 1,...,0(f) esetén. Mivel

Op C O és O kongruencia,

<fA(a1, . ,ag(f)),fA(all, e ,a'g(f))> € 0.

Masrészt B < A, igy a két miveletérték B-beli, és megegyezik a megfelel6 B-beli
miiveletértékkel. Tehat

<f8(a1, . ,ag(f)),fB(all,...,a’g(f))> €ON(Bx B)=06g.

(2) Definiédljuk a
p:B/0p — A/O,  »(b/Op) =b/O
leképezést. Ez joldefinidlt: ha (b,0') € ©p, akkor (b, V') € O, ezért
p(b/Op) =/ =1V'/0 = ¢(V'/Op).

e Injektiv: ha a,b € B és a/Op # b/Op, akkor (a,b) ¢ Op ~» (a,b) ¢ O.
Ebbdl
p(a/Op) = a/O© # b/O = ¢(b/Op).

e Sziirjektiv: minden a € A-hoz van olyan b € B, amelyre (a,b) € O. fgy
a/© =0b/0 =p(b/Op).

e Miivelettarté: legyen f € F' és ay,...,ayy) € B. Azt kell ellendrizni, hogy

(5792 (a1/Op,....anp)/O8)) = [ (p(a1/Op),. .., o(ams)/OB))-

A jobboldalbél kiindulva:

FY9(p(ar/Op). ... plays)/On))
= fY®(ay /0, . .. , Go(f)/©)
= fAay, ... ,Go(s))/©
— ¢(fA(a1, . ,ag(f))/@g)
— ¢(f6(a1, . ,ag(f))/@B)
= o(fP®5(a1/Op, ..., ay)/OB)).

Tehat ¢ bijektiv homomorfizmus, azaz izomorfizmus. 0
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1.20. Definicié. Legyen A = (A, f4);cr egy (F, o) tipusi algebra, és 0y, 0, €
Con(A), Oy C ©1. Az A/O¢ halmazon értelmezett faktorrelacio:

01/60 = {(a/O0,b/O0) : a,b € A, (a,b) € O1}.

A — |

- \"< L
< . / (;)1_()szt‘<il}'

\ /
Op C O1: egy O1-osztaly
tobb teljes ©¢-osztaly egyesitése is lehet.

~=\

1.21. Tétel (2. izomorfizmus-tétel). Legyen A egy (F, o) tipusi algebra, ©¢, O €
Con(A), ©g C O,. Ekkor:

(]) @1/@0 € COH(A/@())

(2) Legyen M = {n € Con(A) : ©¢g C n} az A algebra ©g-ndl bévebb kongruen-
cidinak halmaza. Ekkor

p: M — Con(A/6y), wu(n) =n/OG
leképezés bijekcio és rendezéstarto:

(Vno,m e M) noCm = (o) € plm),

(s6t valdjdban p hdldizomorfizmus, de ennek jelentését most nem részletezziik).

(3) A/©1 = (A/O0)/(©1/6y).

A A/O,
D

(/ \) o
L/

N

~— i
A kék racs O¢-t, A pontok ©g-osztalyok;
a piros ©1-et jeloli. a nagyobb részek ©1/0¢-osztalyok.

Bizonyitdsvdzlat. A bizonyitds egyes részleteit feladatok forméajaban megbeszéltiik
a 2. gyakorlaton, de a teljesség kedvéért ide is beillesztem.
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(1)-hez elészor azt latjuk be, hogy ©1/0, egy ekvivalenciarelacié A/Og-on. Ehhez
megadunk egy ¢ fliggvényt, melyre ©;/0y = ker(p).
Legyen ¢ : A/©¢ — A/O1, ¢(a/Oy) = a/O;. Ez joldefinialt, mert

a/@o = b/@o ~ <a,b> €0y C O~ a/@l = b/@l
Vildgos, hogy ker(p) = O1/0, ezért ez utébbi egy ekvivalenciarelacié D(y) =
A/O¢-n. (1)-hez be kell még latni, hogy ©,/0, kompatibilis a miiveletekkel. Ehhez
legyenek

fEF, al,...,ag(f),ai,...,a/g(f)EA
ugy hogy minden 1 < i < o(f)-re (a;/Oy,a;/Og) € O1/0y. Ekkor minden 1 < i <
o(f)-re (a;,a}) € O is teljesiil, tovabba
01€Con(A)
fAar,. . agp) /01 7=

és ezért ©1/0, definicidja szerint

<f“4(a17---a%(f))/9g; fA(a/1>7"'7alg(f)>/®(l> SECVACT

v —~

[A/€0(a1/80,a,(1)/O0)  fA/0(a1/O0,..sag(s)/O0)

fA(a/17"'7alg(f)>/®1

(2)-hoz a rendezéstartast kozvetlentil a faktorreldcié definiciéjabdl kapjuk. Legyen
no,m € Con(A) ugy, hogy ©g C 1y C 1;. Ekkor minden a,b € A-ra

(a/©0,b/O0) € u(m) <= (a,b) €no
— <a,b) cm
<= (a/O0,b/O0) € p(m).
Tehat u(10) € p(m)-

e 1 injektiv: ha 7y # n;, akkor valamelyik (mondjuk 1) nem részhalmaza a
méasiknak, azaz van (a,b) € ng — n;. De akkor (a/Og,b/O¢) € 1n9/O¢ = (o), és
(a/O0,b/O0) & m/O0 = p(m), tehdt 1i(no) # pu(m).
e 1 sziirjektiv: legyen n € Con(A/0Oy), legyenek

a: A/Oy— A/n, ala/O©) = (a/Og)/n és [L:A— A/Oy, [(a)=a/O
a természetes homomorfizmusok. Homomorfizmusok kompozicidja homomorfizmus
(ha nem vildgos, gondold meg), igy «a o 8 homomorfizmus A-bél A/n-ba. Ezért
©, = ker(aof) kongruencidja A-nak. A kompozicidképzés miatt Oy = ker(5) C ©,
és ezért ©1 € M. Végil n = u(0;) mert tetszoleges a,b € A-ra

<CL/@0, b/@0> € ,u(@l) g <a/@0,b/@0> S @1/@0 s <CL,b> €0, —
(a,b) € ker(ao f) <= (a/BOy,b/Oy) € ker(a) =n.
Ezzel (2) igazolasaval készen vagyunk. (3) igazoldsiahoz legyen
¢ (A/00)/(©1/60) — A/O1,  ©((a/©0)/(01/60)) = a/O1.

Konnyen ellenérizhetd, hogy ez joldefinialt, bijektiv és miivelettarto, tehat izomor-
fizmus. [
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1.5. Algebrak konstrukcioi: Direktszorzat

1.22. Definicié. Legyen minden i € I-re A; egy (F, o) tipusu algebra. Ezek H.Ai
iel

direktszorzata az az algebra, melynek alaphalmaza az (A;);c; csaldd kivélasztési

fiiggvényeinek halmaza:

[TAi={s: secay fiiggvény, D(s) = I, (Vi € I) s(i) € A;}.

i€l
Ha f € F és s1,...,5.f) € [Lics Ai, akkor
inEI’Ai(Sl, .. .,Sg(f)) = <f’AZ (81<i), Ce ,Sg(f)<i)) 1€ [> .

Vagyis a miiveleteket koordinatanként végezziik:

(FHlerise, . syn)) (0) = £ (s1(0), - 50 (D).
1.23. Tétel. Legyen A egy (F, o) tipusi algebra és I C Con(A) olyan szepardlo
rendszer, amelyre

Va,be A, a#b = 30 €l: (a,b)¢0O.

Ekkor A bedgyazhato a H A/O direktszorzatba.
Ocr

Bizonyitds. Minden © € [-re legyen
ag: A— AJO, ap(a) =a/O©
a természetes homomorfizmus. Definidljuk a

p: A— [[A/0,  ¢la)=(ee(a):© €

ecl

leképezést. Azt allitjuk, hogy ¢ injektiv homomorfizmus.
Injektivitas. Ha a # b, akkor van © € I, amelyre (a,b) ¢ ©. Ezért

agla) =a/0 #b/O = ag(b),

tehdat a ©-nak megfelel$ koordinatak eltérnek, ezért p(a) # ¢(b).
Miivelettartas. Legyen f € F' és a1,...,a,) € A. Azt kell ellendrizni, hogy

p(fMars . agp)) = ot O (p(a), ..., plagp))-
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A jobboldalbdl kiindulva, a direktszorzat definici6jabol

focrA/® (o(ay), ... lays))
— Mot 49 ((ag(ay) : © € 1), ..., {aelayp) : © € I))
- <fA/@(a@(a1), . ae(ayyp)) O € )
= <fA/®(a1/@,.--,ag(f)/@) :0€el)
= (fMar,. . anp) /0 : O €1)
= o(fAar; - agp))-

fgy @ valéban beagyazas. O]
¢ (bedgyazas) A/0
A - 1A
ecl
Qe lﬂ'@
A/©
ar— (a/©:0 € I), Te oY = ag.

1.6. ésszefoglalés

Ez az oOsszefoglalds nem hangzott el eldaddson, de gy gondolom, sokat segit az
eddigiek attekintésében, ezért kés6bb (a szorgalmi id6szak végéig) ideirom.

2. Félcsoportok

2.1. Definicié. Az A = (A,-) algebra félcsoport, ha a kétviltozds - miivelet
asszociativ, azaz

(Va,b,c € A) (a-b)-c=a-(b-c).

e ¢ € A balegység, ha minden a € A-rae-a = qa;
e f € A jobbegység, ha minden a € A-raa- f = a;
e cgy elem egységelem, ha balegység és jobbegység is.

Az egységelemes félcsoportot monoidnak nevezziik; jeldlése (A;e, -).

Legyen e egységelem és a,b € A. Ha ab = e, akkor a a b balinverze, b pedig az a
jobbinverze. Ha ab = ba = e, akkor a és b egymas inverzei.

2.2. Tétel (Altaldnos asszociativitds). Legyen (A,-) félcsoport és ay, ..., a, € A.
Az ay---a, szorzat értéke minden zdrdjelezés mellett ugyanaz, ha a tényezdk sor-
rendjét megtartjuk.
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2.3. Példa.
(((116L2>CL3> (a4a5) = (al((agag)a4))a5 = ((alag)(a3a4))a5.
Bizonyitds. Azt latjuk be, hogy minden zardjelezés eredménye a balra zarodjelezett

(((axaz)as) - - - an-1)an

szorzattal egyezik meg. Ehhez n szerinti teljes indukciét alkalmazunk; n = 1,2
esetén az allitds trividlis; n = 3 esetén éppen az asszociativitas adja: (ajasz)as =
Gl(agag).

Tegyiik fel, hogy minden n-nél rovidebb szorzatra igaz az éllitas. Egy tetszdleges
zardjelezés a legkiils6 miiveletnél

(ar---ag) (apgr - - an), I1<k<n

J/

a B

alakd. Itt o egy k-tényezds (1 < k <n — 1), § pedig egy (n — k)-tényezds szorzat.
Az indukciés feltevés miatt S megegyezik az utolsé n — k tényezébdl allé szorzat
balra zardjelezett alakjaval:

B = (((ak+10k+2)0k43) - - Q1) n.
fgy
aff = @((((ak+1ak+2)ak+3) T an—l)@n)-

Az asszociativitast alkalmazva azt kapjuk, hogy

af = ((aps1((ary20k13) -~ an_1))an.
Végiil az indukcids feltevést alkalmazzuk (a(ak+1((ak+2ak+3) _ an,l))—re (amin—1
tényezds), igy
af = (((a1az)as) -« - an_1)ay,.

Ezzel az indukcios 1épést belattuk, tehat minden zardjelezés eredménye megegyezik
a balra zarodjelezett szorzattal. O]

2.4. Tétel (Egységelem és inverz). Legyen (A,-) félcsoport.

(1) Ha e balegység és f jobbegység, akkor e = f.
(2) A-ban legfeljebb eqy egységelem van.

(3) Ha a € A-nak van bal- és jobbinverze az e egységelemre nézve, akkor ezek
megegyeznek. Fkkor a-nak pontosan eqy inverze van.

(4) Ha minden a € A-nak van balinverze az e egységelemre nézve, akkor minden
elemnek van jobbinverze is.
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(4°) Ha minden a € A-nak van jobbinverze az e egységelemre nézve, akkor minden
elemnek van balinverze is.

Bizonyitas.
(1) Ha e balegység és f jobbegység, akkor

e balegység f jobbegység
f = ef =

Tehat e = f.

(2) Ha e és f egységelemek, akkor e balegység, f jobbegység, ezért az el6z6 (1)
szerint e = f.

(4) Minden a € A-hoz vélasszunk egy a, balinverzet: aya = e. Az apnek is van
balinverze, jeldljiik (ap)p-vel. Ekkor a, egytuttal jobbinverze is a-nak, mert

(4’) Hasonldan, a szorzasok sorrendjének megforditdsaval.
(3) Tegytik fel, hogy a, az a balinverze, a; pedig az a jobbinverze. Ekkor

a; = ea; = (mpa)a; = ap(aa;) = ape = ap.
Ha aj, egy masik balinverz, akkor ugyanigy a; = a; = a; a jobbinverz egyértelmiisége
is hasonléan adédik. O
2.5. Megjegyzés.

1. Matrixszorzasnal lattuk: egy négyzetes métrix balinverze egyuttal jobbinverze
is. Ez er6sebb az el6z6 allitasndl.

2. Az el6z6 tétel 3. és 4. pontjabdl egylitt kovetkezik: ha egy monoid minden
elemének van balinverze, akkor minden elemnek pontosan egy inverze van.

3. Megtorténhet, hogy egy monoidban egy elemnek nincs pl. jobbinverze, de
végtelen sok balinverze van. Erre ad példat az alabbi konstrukcié.

2.6. Példa (Fliggvények félcsoportja, egyoldali inverzek). Legyen
A={f:N— N},

a mivelet pedig a fiiggvénykompozici6. Itt N ={0,1,2,...}, és
(f e g)(a) = flg(a)).
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Erdemes megjegyezni, hogy a fiiggvények kompozicidja dltaldban is asszociativ miivelet.
Ezt gyorsan beldtjuk, hogy igazoljuk: (A, o) egy félcsoport. Legyen tehat f,g,h € A
és a € N tetszoleges. Ekkor

(folgoh))(a)=f((goh)(a)) = f(g(h(a))),
((fog)oh)(a)=(fog)(h(a)) = f(g(h(a))).
Tehét fo(goh)=(fog)oh (mert mint fliggvényeknek, minden pontban azonos a

helyettesitési értékiik). S6t monoidot kapunk, mert az id(x) = z identikus fiiggvény
egységelem.

Tekintsuk az
f:N— N, f(n)=2n

fiiggvényt.

f-nek nincs jobbinverze. Tetszoleges g : N — N esetén

R(fog) € R(f)={0,2,4,...}.
[gy példdul 3 ¢ R(fog), ezért fog+#id. Tehat nem létezik g, amelyre f o g = id
teljesiilne.

f-nek végtelen sok (pontosabban kontinuum sok) balinverze van. Legyen
g : N — N olyan fiiggvény, amelyre

n/2, ha n paros,
tetszOleges N-beli érték, ha n pératlan.

g(n) =

A pératlan helyeken egymastol fiiggetleniil, tetszolegesen valaszthatjuk az értékeket.
Minden ilyen g balinverze f-nek, ugyanis

(go f)n) =g(f(n)) =g(2n)=n  (neN),
tehdt g o f =id.

2.7. Megjegyzés. Az el6zo példaban fliggvények alkotjak a félcsoportot, és a miivelet
a kompozicio. Késobb latni fogjuk: izomorfia erejéig minden félcsoport ilyen alakban
is megadhato.
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