A DIRICHLET-TETEL

MAGA PETER

Dirichlet tétele azt mondja ki, hogy ha (a,q) = 1, akkor végtelen sok olyan p primszdm van, melyre p = a mod g.

Ebben a jegyzetben a Dirichlet-tétel egy egyszerdi bizonyitdsat szeretnénk bemutatni. A bizonyitds abban az
értelemben lesz egyszer(i, hogy néhdny bevezet6 komplex fiiggvénytani ismeret segitségével viszonylag faradsig-
mentesen fog torténni.

El6szor ezeket tekintjiik at.

1. TENYEK A KOMPLEX FUGGVENYTANBOL

A jegyzetnek nem célja, hogy egy komplex fiiggvénytan kurzus teljes tananyagét az Olvasé elé tarja, ezért ebben
a fejezetben a kimondott 4llitdsok csak ritkdn keriilnek bizonyitdsra. Feltételeziink némi valds analizisbéli héttéris-
meretet, €s csak azokat az dllitdsokat részletezziik, amik a valds analizishez képest szokatlanok.

1.1. Komplex derivalas.

Definicié 1. Legyen D C C nyilt halmaz, f : D — C fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f derivédlhaté a zg € D pontban, és
a derivéltja f(z9), ha
. z)—f(z
)  tim TG,

=20 Z—20

A derivalasra ekkor teljesiilnek a val6sban megszokott egyszerd azonossdgok: linedris, szorzat derivaltjara fennall
a Leibniz-szabdly, kompozicié derivaltjara a lancszabdly. Polinomok derivaltja is ugyanaz, mint a valds esetben.

1.2. Hatvanysorok. A Y ja,(z—zo)" alakd — egyelSre formdlis — kifejezést zg kozéppontd hatvdnysornak hivjuk.
Tegyiik fel, hogy abszoliit konvergens a zo kdzéppontd R sugard nyilt korlapon (be lehet bizonyitani, hogy a kon-
vergenciatartomdny lényegében mindig ilyen alaku), ekkor ott elGéllit egy f(z) fiiggvényt. Ekkor f derivélhatd, sét,
akarhanyszor derivalhat6 ezen a korlapon. Tovabba derivéltja a hatvanysor formélis derivaltjaként felirhatd, dltalaban

fH() = in(n— e (n—k+ Day(z—z0)"*.
n=k

Megjegyezziik, hogy mig az R = 0 eset nem kiilonosebben érdekes, az R = o eset az egész sikon konvergens hatvanysorokat
jelenti.
A legfontosabb példa az
o

— % — haly
exp(z) =e P
Konnyi 14tni (mivel a nevezdben levs n! nagyon gyorsan tart a végtelenbe), hogy e¢° az egész sikon (abszolit) kon-
vergens, tovdbba hogy (€)' = ¢°. Bér nem lesz ré sziikségiink, megjegyezziik, hogy z = 1-et helyettesitve az e szdm
egyik lehetséges definicidjat kapjuk vissza. Tudjuk tovabbd a valds analizisbdl, hogy z € R-re a valés e*-t adja vissza
a hatvanysor.

Egy masik példa a mértani sor:
y o
n=0
Ennek konvergenciasugara 1, vagyis minden |z| < 1-re (abszolit) konvergens, és ott éppen az 1/(1 — z) figgvényt
allitja eld.
Az exponencidlis fiiggvényhez hasonl6an az egész sikon konvergensek a kovetkezd szogfiiggvények:
oo 2n o0 ZZnJrl

cosz = Z(—l)”(;n)!, sinz = Z(—l)”m,

n=0 n=0
és a valos analizisbdl tudjuk, hogy z € R-re ezek valoban a cos és sin fliggvényeket allitjdk eld.
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Egyszer( szamolas mutatja, hogy z € C-re
¢ = cosz+isinz.

Ha most z befutja a [0,27] intervallumot, akkor latjuk, hogy e éppen befutja az egységkort, erre késébb még sziik-
ségiink lesz. Nem lesz rd sziikségiink, de kihagyhatatlan, hogy z = 7-t helyettesitve kapjuk az Euler-azonossagot:

eM41=0,
mely egyetlen formuldban foglalja 6ssze az egész matematika 6t legfontosabb konstansat!
1.3. Komplex vonalintegral.

Definicié 2. Legyen 7 : [0,1] — C folytonos, rektifikdlhaté gorbe. (Az utdbbi feltétel, a rektifikdlhatGsdg, azt jelenti,
hogy van olyan M vals szdm, hogy minden 0 =ty < < ... <t, =1 felosztdsra }.}_; |y(t;) — ¥(tj-1)| <M. Ez
pont azt jelenti, hogy a gorbe hossza véges, vagyis a hosszdnak minden véges kozelitése egy fix véges korlat alatt
marad. Ezzel nem kell sokat bajlédnunk, a konkrét felhasznalasban a mi gorbéink minden esetben trividlisan véges
hosszdak lesznek.) Legyen tovabba f egy komplex érteki fiiggvény a v képén. Azt mondjuk, hogy fy f(z)dz=1, ha
minden € > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy y minden &-ndl finomabb felosztdsara és hozza tartozé bels6 pontokra
az intergdlkozelitd osszeg legfeljebb e-nal tér el I-t8l; precizen: minden olyan 0 =19 < #; < ... < t, = l-re, melyre
igaz, hogy minden t;_; < & <t;-re |y(§) — ¥(t;)| < & (ez jelenti azt, hogy a Y felosztdsa §-nél finomabb) és minden
&j € [tj_1,tj]-re (ezek a hozzi tartoz6 belsd pontok),

n

1= (v (¥(t;) — ¥(tj-1))

J=1

<E.

A definici6 talan kissé elrettentdnek tlinhet, szerencsére mi nem fogjuk hasznalni. Kovetkezik belSle, hogy az
integral fiiggetlen a konkrét paraméterezéstdl (tehat ha ugyanazt a gorbét jarjuk be, de mondjuk az elejét ,,gyorsabban”,
a végét ,lassabban”, az integrdlra ugyanaz adédik). Altalaban fennall a helyettesitéses integral formuldja, vagyis ha
y gorbe (mint fent), F a 'y képén értelmezett folytonosan derivalhaté fiiggvény, i pedig folytonos fiiggvény F(7)-n,
akkor

AWMW”:AM”WF@“

Ennek egy fontos alkalmazdsa a kovetkezd. Legyen a gorbénk a |z| = R korvonal, ami alatt azt a konkrét gorbét értjiik
(egyszer s mindenkorra), ami egyszer keriili meg a 0-t, pozitiv koriiljardssal. Legyen a fliggvényiink a rajta értelmezett
1/z. A helyettesités legyen az F : [0,2711] — C, F(8) = Re'®, ekkor F'(8) = iRe'®. Az integrél teht

| 1 : '

[ de= FiRe®do = [ ido ~2mi
Jiz|=R Z [0,27] Re' J[0,27]

1.4. Primitiv fiiggvény. Legyen f : D — C folytonos fiiggvény a D nyilt, 6sszefiiggd tartomanyon. Azt mondjuk,

hogy F primitiv fiiggvénye f-nek, ha F’ = f. Mikor létezik ilyen? Be lehet bizonyitani, hogy pontosan akkor l1étezik az

f fuggvénynek primitiv fiiggvénye, ha az integral fiiggetlen az ttdl, azaz tetsz6leges a,b € D pontokra, és tetszSleges

Oket 0sszekotd ¥, ¥ rektifikalhaté gorbékre
/f(z)dz :/ f(z)dz.
Y Y

Konnyd latni, hogy ez azzal ekvivalens, hogy minden y zart gorbére
/ﬂ@ﬂz&
Y

Ebbdl az is vildgos, hogy az 1/z fiiggvénynek nincs primitiv fiiggvénye C\ {0}-n.

Allitas 3 (Goursat-lemma). Ha az f fiiggvény derivdlhato a konvex D tartomdnyon, akkor fy f(z)dz =0 minden D-ben
halado zdrt gorbére (tehdt konvex tartomdnyon derivdlhato fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye).

Bizonyitds. Elegendd beldtni olyan y-kra, amik egy haromszoget jarnak korbe, mert ilyenekkel minden mdst tudunk

kozeliteni. Legyen v ilyen, az dltala hatdrolt H hdromszog keriilete legyen K, és tegyiik fel, hogy [, f(z)dz=1. A

kozépvonalakkal felvigva H-t, és a vele egyallasi haromszogeket y-val megegyezd, a kozépvonalhdromszoget y-val

ellentétes irdnyban bejdrva azt kapjuk, hogy valamelyik kisebb hdromszog koriil az integrdl legaldbb |I]|/4 abszolit
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értékd. Ezt nyilvan tetszdlegesen sokszor megismételhetjiik, igy egymasba skatulydzottsan minden n-re van olyan
kis haromszog, ami éppen 1/2"-szeres kicsinyitettje H-nak, és koriildtte f integrélja legaldbb |I]|/4" abszolit értékd.
Legyen z ezek kozOs pontja €s legyen € > 0 adott. Elég nagy n-et, és hozza tartozo kicsi H' haromszoget (amit Y’
hatdrol) vélasztva a keriileti integrél trividlisan becsiilve:

‘/f )dz| < ‘/fmdz ’/z 20)f (z0)dz

hiszen H' keriilete K/2". Nyilvéan |z — 79| < K/2". Ugyanakkor a jobb oldal els$ két tagja 0, hiszen a konstans és a
7 — zo fuggvénynek is van primitiv figgvénye. Azaz

+ €|z — Zo\

2n’

|| _ ekK?
4n 4n'
Mivel ez minden € > O-ra igaz, [ = 0. ([l

)

Allitas 4 (Goursat-lemma erGsitése). Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény derivdlhaté a konvex D tartomdnyon, kivéve
legfeljebb egy belsd zg pontjdt, melyre teljesiil, hogy

lim f(z)(z—2z0) = 0.

20
Ekkor j), f(z)dz =0 minden D-ben haladd zdrt gorbére (tehdt az el6zd tétel feltételéhez képest lehet egy kivételes pont,
ahol elég azt tudnunk, hogy ott a fiiggvény nem szdll el till gyorsan; a kovetkezmény ugyanaz).

Bizonyitds vdzlata. Elegend6 olyan haromszogekre, melyeknek egyik csticsa a zg kivételes pont. A kivételes pont egy
kicsi kornyezetében az integral kicsi, a maradékra alkalmazhatjuk az el6z6 valtozatot. (]

1.5. Hatvanysorba fejtés. Legyen most f derivdlhat6 a |z —zo| = R korlap egy kornyezetében. Ekkor az (f(z) —
f(z0))/(z—z0) fiiggvényre teljesiilnek a Goursat-lemma erGsebb viltozatdnak feltételei, azaz

TR Loy
lz—z0|=R i—20
amit dtrendezve, illetve a kordbban kiszdmolt f‘ =R dz/z = 2mi-t alkalmazva ad6dik a Cauchy-integralformula:

flz0) = L / /@) dz.

270 J|z—z|=R Z— 20

Legyen most w tetszSleges belsd pontja a |z — zo| < R korlapnak. Mivel az integrél fiiggetlen az Gttdl, és |z —zo| = R
ugyanugy egyszer keriili meg w-t, mint |z—w| = R — |w — 79|, ezért az el6z6 minden ilyen w-re igaz:

_ 1 f(z)
f(mﬁ _-EE;‘A;,mk:RET:;;dZ

Egyszerl szdmoldssal adddik, hogy

iwzo)

_ n+1’
n=0 Z ZO

1 f(2)
an(w—20)", an = 5— 1%
Z n( 0) " 27(1/\zfz0\:R (z—2z0)"*!

az integral és a szumma (a konkret esetben egyszertien ellendrizhetd) felcserélésével. Tehat derivalhat6 fiiggvény
hatvanysorba fejthet6. Kovetkezésképp akarhanyszor derivalhato, és a derivéltak a hatvanysor formalis derivaltjaként
szamolhaték. A tovadbbiakban ezért holomorfnak (reguldrisnak, analitikusnak) nevezziik a derivdlhat6é komplex fiig-
gvényeket.

Ebbdl egyszertien kovetkezik, hogy ha egy konvex D tartomanyon értelmezett folytonos fiiggvény integralja minden
zart gorbén eltlinik, akkor az holomorf. Valdban, legyen f ilyen, ekkor van F primitiv fliggvénye, ami derivalhato.
Akkor viszont kétszer is derivalhatd, vagyis f is derivalhato.

Ennek tovabbi kovetkezménye, hogy ha az f;, holomorf fiiggvényekbdl 4ll6 fiiggvénysorozat tart lokdlisan egyen-
letesen f-hez (vagyis D minden K kompakt részhalmazén egyenletesen: minden € > O-ra van olyan n(K,€) (csak
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K-t61 és e-t6l fiiggd hatdr), hogy | f(x) — fn(x)| < €, valahdnyszor n > n(K, €) és x € K). Valéban, lokélisan egyenletes
konvergens fiiggvénysorozat esetében a limesz integrilja megegyezik az integralok limeszével, igy

/f(z)dz = [ lim f,(z)dz=lim | f,(z)dz=0.
14 yrnoee Y

n—soo

Sé6t, a derivaltak sorozata is tart lokdlisan egyenletesen a derivalthoz, hiszen

/ _ 1 fn(Z) 1 f(z) o
)= 5 o o 3 oy o O

Meg kell még jegyezniink az unicitdsi tételt: ha egy tartomdnyon értelmezett két holomorf fiiggvény megegyezik
egy a tartomdnyban torl6d6 ponthalmazon, akkor az egész tartomanyon is. Ez is egyszerlien kovetkezik a hatvanysorba
fejtésbol.

1.6. Polusok. Még egy fogalomra van sziikségiink, a pdlusra. Legyen f holomorf a 0 < |z —zo| < R kipontozott
korlapon. Ekkor tetszGleges 0 < |w —zo| < R pontjdra vegyiink fel egy r < |w — zo| kort. A kordbbaik szerint

1 £(2) ! f2)
flw) = 2mi /\zfzo\:R Z*inZ 2w /\Z*ZO\:’ Ziiwdz.

Az els6 integral, mint fent,

ri) (217“ /\Zfzo|:R (Z_fz(j))n-*-ldz> (w—2z0)".

1 B i (w—2z0)"

n=—oo (Z - Zo)n+l ’

A masodik integralhoz

—w

igy a kiilonbségre a hatvanysorhoz hasonlé médon

= Y auw—z)" =
f(W) ,1;man(w ZO) ) an i lo—20|=R (Z_ZO)rH»l :

Ebben az esetben azt mondjuk, hogy f-nek izoldlt szingularitdsa van zp-ban. Ez a szingularitds megsziintethet, ha
a, = 0 minden n < 0-ra; pélus, ha nem megsziintethetd, de a, = 0 n < 0-ra véges sok kivételtdl eltekintve (a polus
rendje m, ha a_,, # 0, de a, = 0 minden n < —m-re); 1ényeges szingularitds, ha se nem megsziintethetd, se nem poélus.
Ha egy fiiggvény egy tartomanyon néhany pont kivételével holomorf, és a kivételes pontokban pélusa van, akkor azt
mondjuk, hogy a tartomdnyon meromorf.

Amit mi haszndlni fogunk, az a kovetkezd: ha f, g meromorfak egy tartomanyon, f-nek m-edrendii pélusa, g-nek
m-szeres nullhelye van zg-ban, akkor fg-nek megsziintethetd szingularitdsa van zo-ban. Hasonldan kivondssal is lehet
pSlusokat eltiintetni.

2. DIRICHLET-SOROK

2.1. Pozitiv szamok komplex hatvanyai. Legyen s € C, és x > 0 valds szam. Ekkor az
X = eslogx

definiciét szeretnénk haszndlni, amihez logx-et definidlnunk kell. Ha a komplex logaritmust a komplex exponen-
cidlis inverzeként akarjuk felfogni, akkor litjuk, hogy ez nem egyértelmi, hiszen e* = "™ minden k € Z-re. A
komplex logaritmus altaldnos definidldsahoz tovabbi fogalmakat kellene bevezetniink. Ettél azonban a Dirichlet-tétel
bizonyitdsa szempontjabdl eltekinthetiink, ha x > 0 valds szdm esetén a logx-et a valésban megszokott logaritmusnak
vélasztjuk.
Ezzel a definiciéval, ha s = 6 + it (6 = Rs,t = Js valésak),
X = eologx A eiflogx.

Itt a mdsodik tényez$ 1 abszoldt értékd, vagyis |x°| = x, tehdt amikor pozitiv valds szdmot hatvanyozunk, akkor
a hatvany abszolit értéke csak a kitevd valds részétdl fiigg, a kitevd képzetes része a 0 koriil forgat. Altaldban
is haszndljuk a mostani jelolést: az s(,sg,s1,...) komplex szdm valGs és képzetes része rendre o (,0p,07,...) és

t(,t0,11,--.)-



2.2. Dirichlet-sorok konvergenciatartomanya. Dirichlet-soron az (egyel6re formalis) ), a,n~* fliggvényét értjiik
az s € C szamnak, ahol a, valamilyen rogzitett, komplex szamokbdl 4ll6 egyiitthatésorozat.

Allitas 5. Tegyiik fel, hogy Y .-_| ayn—* konvergens egy so € C pontban. Ekkor minden H > 0-ra },,_, a,n™° egyen-
letesen konvergens a ¢ > 0y, |t —tg|/(0 — 0p) < H jobbra nyilé szégtartomdnyon.

Bizonyitds. Legyen R(u) = Y,~, a,n %0 az sszeg végszelete. Nyilvan a,n™* = (R(n — 1) — R(n))n*~*, azaz tet-
szbleges 0 < M < N egészekre

N
Y an ™ =R(M)M*° —R(N)N*O* — Z R(n—1)((n—1)%75 —p~%),
n=M+1 n=M+1

Legyen € > 0 adott, és vélasszuk meg M-et ugy, hogy |R(u)| < € legyen minden u > M-re. Vegyiik tovdbba észre,
hogy

n

PR (n _ I)SO*S — (S() _ S)/ us()fsfldu,
n—1
ami abszoltt értékben becsiilhetd:
n
11075 — (n—1)05| < |so — 3| / uo = gy,
n—1

Ekkor osszességében

N
Y amn™ <28+£|s0—s|/ u®=o" 1du<2,s—i-£| sl < (H+3)e.
M1 G — 0o
Mivel ez minden € > 0-ra igaz, készen vagyunk. |

Mivel H tetszblegesen nagyra valaszthatd, a konvergenciatartomany egy félsik, melynek belsejében (a nyilt fél-
sikon) a konvergencia lokélisan egyenletes. Mivel egyetlen tag, a,n™*, nyilvan holomorf, a hatvanysorba fejthetSségrol
sz616 rész végén tett megjegyzésiink szerint ) -, a,n~* is holomorf, s&t, lehet tagonként derivalni.

Természetesen elGfordulhat, hogy az el64ll6 fiiggvény kiterjed holomorf fiiggvényként egy nagyobb tartomdnyra,
ahol esetleg mdr nem fogja a Dirichlet-sor el§dllitani. Gondoljunk a hatvdnysorokra, mint analégidra: a Y’ ,z"
hatvanysor az egységkor belsejében allit elé holomorf fiiggvényt, és mashol nem is konvergens. Azonban Gsszege
1/(1 —z), mar a sokkal nagyobb C\ {1} halmazon is holomorf fiiggvény.

7 2

A kovetkezd dllitds azt fogalmazza meg, hogy egy specidlis esetben ez nem fordul el§.

Allitas 6 (Landau-lemma). Tegyiik fel, hogy a Y, a,n—* Dirichlet-sor a, egyiitthatoi nemnegativ valds szdmok.
Tegyiik fel, hogy a konvergenciafélsik hatdrdnak valds pontja o, (azaz a Dirichlet-sor konvergens minden Rs > ©,-

re, de nem konvergens egyetlen Rs < o,-re sem). Ekkor a Dirichlet-sor dltal elédllitorr a(s) fiiggvény o, egyetlen
kornyezetére sem terjeszthetd ki holomorfan.

Bizonyitds. Az egyiitthaték normalizdldsdval (minden a, helyére a,n°c-t irva) feltehetd, hogy o. = 0. Tegyiik fel,
hogy a(s) kiterjed az |s| < € korre holomorfan valamely € > O-ra. Azt fogjuk beldtni, hogy valamely kis 6 > O-ra
1 a,n® konvergens. Az 1 koriil hatvanysorba fejthets o:

= i cr(s— l)k
k=0

A ¢ egyiitthaték a hatvanysor formalis derivdlhatésdga alapjan:

(k)
o (1 1 -
ck = k!( ) = Eng’lan(—logn)kn L

Ekkor valamely kis 6 > 0-ra o/(s) hatvanysora konvergens a (—&)-ban, azaz

a(—06) = Z 1+5 Zan logn)fn~!,
k=0

ami nemnegativ tagu sor, igy atrendezhetd:

Z —12M i“” el+810gn_zann

n=1 n=1
5



Ez ellentmondas. O

3. KARAKTEREK

Definici6é 7. Azt mondjuk, hogy ) egy modulo g karakter, ha x : Z — C, és teljesiilnek rd az aldbbiak:
(i) x(n) = x(n+g) minden n € Z-re;
(i) x(n) = 0 pontosan akkor, ha (n,q) # 1;

(iii) x(mn) = x(m)x(n) minden m,n € Z-re.

Nyilvan x (1) = 1. Az is vildgos, hogy ha (n,q) = 1, akkor | x(n)| = 1. Most megadjuk az §sszes modulo g karaktert.
Nyilvan elegend6 egy karaktert a multiplikativ csoporton (a redukdlt maradékrendszer elemein) megadni. Tudjuk,
hogy 1éteznek olyan ay,...,a; redukdlt maradékok, és hozza b,...,b; pozitiv egészek (minden 1 < j < k-ra b; a
legkisebb pozitiv egész, hogy alj)-'f =1 mod ¢), hogy minden r redukdlt maradék egyértelmien irhat6 fel r = a? e ~a,r€"
alakban, ahol minden 1 < j < k-ra 0 < r; < b; (az iires szorzatot — mint 4ltaldban — 1-nek értelmezve). Ekkor a
x karaktert egyértelmiien meghatarozza az ay,...,a; helyeken felvett értéke, amelyek pedig egymadstdl fiiggetleniil
tetszGlegesen megadhatdk, csak a x(a j)hf' = 1 feltételnek kell fenndllnia, vagyis x(a;)-nek b;. egységgyoknek kell
lennie minden 1 < j < k-ra. Tehdt 6sszesen éppen ¢@(g) darab modulo g karakter van, a halmazukat jelsljiik E-vel.

Allitas 8. Tetszoleges n € Z-re
¢(q), han=1mod g;
2 x(n) { 0 (9) q

. ha nem.
xXex

Bizonyitds. Az vildgos, hogy minden karakter 1-et vesz fel az 1 maradékosztilyon, ezek dsszege valéban ¢(g). Ha
(n,q) # 1, akkor az éllitds nyilvanval6. Maradt tehdt az az eset, amikor (n,q) = 1, de n nem az 1 maradékosztélydban
van. Allitjuk, hogy ekkor alkalmas ' € E karakterre y'(n) # 1. Valéban,n=a]" -... -a;*, ahol valamelyik 0 < n; <bj.
Legyen ekkor y'(a ) = 1 minden J # jre, és x'(a;) pedig egy primitiv b;. egységgydk (ennek semelyik b;-nél
kisebb pozitiv hatvdnya sem 1). Nyilvdnvald, hogy x'(n) # 1. Felhasznalva, hogy amint y befutja Z-t, ¥’y is befutja
E-t (a karakterek csoportot alkotnak: karakterek szorzata karakter, é€s minden karakternek van inverze, a komplex

konjugadltja),
Y xm)=Y 2X'mx(n)=x'(n) Y x(n).
XE€E XEE XEE
Mivel x'(n) # 1, ezért Y ez x(n) = 0. O

Ennek egyszerti kovetkezménye, hogy tetszSleges (a,q) = 1-re

Z%(‘Z)X(I/Z){ ((i(q)u hanEamOdq;

. ha nem.
xex
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Valoban, a bal oldalon ll6 0sszeg ).y c= x(a~'n), erre alkalmazhat az el6z6 llitds. Ennek segitségével tudjuk majd
kivalogatni egy halmazbdl az el6re adott maradékosztalyba esd elemeket.

Bevezetjiik a yo jelolést a f6karakterre (mds néven trividlis karakter), ami a relativ prim maradékosztilyokon kon-
stans 1.

Allitas 9. Ha x # xo, akkor Y1_, x(n) = 0.

Bizonyitds. Legyen (a,q) = 1, melyre y(a) # 1. Ekkor
q q

x(a) Y x(n) =} x(an) =

n=1 n=1 n

Mivel y(a) # 1, készen vagyunk. O

s

x(n).
1

4. A {-FUGGVENY ES AZ L-FUGGVENYEK
4.1. A Riemann-(.

Allitas 10. Ha s > 1 valés szdm, akkor



Bizonyitds. A bal oldali egyenl&tlenség vildgos, elegendd tehat a konvergenciat bizonyitani. Noveljitk meg az 6sszeget
tigy, hogy minden 2% < n < 2K+ helyére 2*-t frunk. Ezzel

il<i27k:i(zlﬂ)k: ! < oo O
o R A 1-21= .
Definiéljuk a
Cis)=Yn>
n=1

fiiggvényt a Rs > 1 félsikon. A kordbbiak értelmében holomorf ezen a félsikon, és lehet tagonként derivalni.

Mivel Y| 1/n = oo, ezért a { konvergenciafélsikja a Rs > 1. Lehet azonban folytatni a C\ {1} kipontozott sikra,
az 1-ben elsdrendi pSlussal. Nekiink ennél kevesebb is elég, ezért csak a Rs > 0 félsikra torténd folytatdsat bizonyitjuk
be.

Allitas 11. A C(s) fiiggvény folytathaté meromorfan a Rs > 0 félsikra, egyetlen polusa az 1, ahol a szingularitds
1/(s—1), azaz {(s) — 1/(s — 1) holomorf.
Bizonyitds. Definidljuk az

M(s)=1""=27"4379 474, Na(s) =17 42723744745 -2.6"%...

Dirichlet-sorokat. Ezek a Rs > 0 félsikon konvergensek (1), esetében ez Leibniz-tipusd alterndlé sor, 113 egy egyszeri
varians). Tovabba Rs > 1-re és k = 2,3-ra
_ - Mk (s)
M(s) = §(s) —k-kC(s) = ()1 =k"%),  L(s)= T

ahol a tort szamlaléja holomorf Rs > 0-n, a nevezd holomorf minden olyan pontban, ahol k' ~* # 1 (ez a kivételes
halmaz diszkrét, legyen Hy). Egyszerd szdmolds mutatja, hogy H, N Hs = {1}, azaz minden pontra megfelel valame-
lyik kiterjesztés, és az unicitasi tétel szerint azokban a pontokban, ahol mindkét kiterjesztés megfelel, ugyanazt kell
adniuk.

Maradt az 1-beli szingularitds kérdése, az unicitds miatt ezt elegendd az 1, segitségével torténd folytatdsra kisza-
molni. Ekkor a hatvadnysorba fejtés szerint (w = 1 —s)

Y =e"082 — 1 ywlog24..., 1-2"S=(s—1)log2+...,
ahol ... a w-ben, illetve (s — 1)-ben legaldbb mdsodfoki tagokat jeloli. Egy ilyen reciproka az 1 egy kornyezetében

1
(s—1)log2
Szorozvaezt ma(1) =1—-1/24+1/3—-1/4+... =log2-vel, készen vagyunk. O

~+ holomorf.

A Rs > 1 félsikon a -t eldallit6 sor abszolit konvergens is minden pontban, amib&l nem nehéz belétni, hogy

Ces) =T -p™)",

p

ahol a szorzatban p a primeken fut végig. Ez a {-fiiggvény Euler-féle szorzatalakja.

4.2. A Dirichlet-L-fiiggvények. Legyen y tetszSleges modulo ¢ karakter. Ekkor definidljuk az
Lis,2) = ¥ 2(mn~
n=1

L-fuggvényt a Rs > 1 tartomdnyon. Abban a specidlis esetben, amikor ¥ = ¥,

L(s,20) = E&) [J(1-p7),

rlg

ami a § szorzatalakjabdl vildgos. Az sszes tobbi esetben az L(s, ) Dirichlet-sora konvergens Rs > 0-ra is.

Allitas 12. Ha x # xo, akkor L(s,x) Dirichlet-sora konvergens Rs > 0-ra.
7



Bizonyitds. Legyen X (n) = x(1)+ ...+ x(n). Ekkor

N N
Y xmn =Y (X(n)-X(n—1))n"*
n=M+1 n=M+1

N
= Y X(n)n'—(n+1)"")=X(MM*+X(N)(N+1)"".
n=M+1

Legyen € > 0 adott. Ha M elég nagy, az Abel-atrendezett 6sszeg utolsé két tagja abszolit értékben kisebb €-ndl. Mivel
X # Xo- ezért |X (n)| < g, igy

N N
X(m)(n™ —=(n+1)7)<q ), (7 =m+1)7) <e,
n=M+1 n=M+1

oo

ha s > 0 valés szdm, M-et esetleg még nagyobbra cserélve (pozitiv valés s-ekre Y| (n™° — (n+ 1) ~*) Leibniz-tipusd
sor). Azaz az L(s, x )-t megad6 Dirichlet-sor konvergens s > 0 valds szamokra. Mivel a konvergenciatartomény félsik,
készen vagyunk. U

A Rs > 1 félsikban a konvergencia abszoldt, ezért ekkor is van Euler-szorzat:
L(s,2) =10 =x(p)p™)~".
plg
Vezessiik be a von Mangoldt-féle A-fiiggvényt: A(n) = 0, ha n nem primhatvény, és A(n) = logp, han a p prim
hatvéanya.

Allitas 13. Ha Rs > 1, akkor

L) __y n)A(n)n~*
L)~ n;x( JA(m)n”".

Bizonyitds. Felszorozva azt kell beldtnunk, hogy
L'(s, ) = = Y x(m)A(m)n™ - L(s,2)-
n=1

A bal oldal egy tipikus tagjdban n~* egyiitthatdja (hasznélva a tagonkénti derivdlds lehetGségét) —yx (n)log(n), a jobb
oldalon ugyanez Y 4, X (d)A(d)x (n/d). Azt kell tehdt beldtnunk, hogy

ZA(d) =logn.
d|n
Han= p‘f‘1 -...- p% a primtényezGs felbontds, akkor vildgos, hogy mindkét oldal @ log p; + ...+ a,log p,. (|

Konnyii ldtni, hogy a hanyadosként ad6dé Dirichlet-sor konvergens Rs > 1-re, igy L(s,x) # 0, ha Rs > 1.

5. L'(s,x)/L(s,x) VISELKEDESE s = 1-BEN

5.1. x = xo. Ebben az esetben L(s, xo)-nak az 1-ben pélusa van, pontosabban

L(s,20) = w holomort
Ekkor ‘
L'(s,20) = = W oot
vagyis a hanyados
L'(s,20) 1 + holomorf,

L(S7 X()) s—1
amird] tehat latjuk, hogy elsérendi pdlus, —1/(s — 1) szingularitdssal.
8



5.2. x # Xo- Ebben az esetben L(s, x) és L' (s, ) is holomorf az 1-ben, ha tehat L(1, y) # 0, akkor L' (s, %) /L(s, ) is
holomorf az 1-ben.

Allitas 14. L(1,%) #0.

Bizonyitds. Tekintsiik az F(s) = [1,cz L(s, x) fiiggvényt. A Rs > 1 félsikon 1étez8 Euler-szorzatok szorzata
[TITO-x(p)pr
plq X€E
Rogzitsiik p1g-t. A x(p) komplex szdm @(g). egységgydk, tehdt a rendje (a legkisebb pozitiv ¢, melyre x (p)? = 1)
osztéja @(q)-nak. Vilasszunk ki egy olyan x’-t, amelyre ¢’ maximalis, konny( latni, hogy ekkor minden més y rendje
osztja ¢'-t. Mivel 1 — x4 = H’;: (1—x'(p)’x), ezért minden y € E-re

g !

(P)p™)=1=x()p " =1-p 7"
=1
A teljes E felirhat6 ¢(g)/q darab diszjunkt halmaz uniGjaként, melyek mindegyike {x'x, x2%.-.., %' x = x} alakq.
Osszességében tehdt a p primnél az Euler-faktor

(1—p 75y 10@/d = (1 4 p=9s 4 p~2s 1 yola)/d

Ezeket tehdt minden p { g-ra Gsszeszorozva

[TIIC -2 =TT+ p % 4 p720 4. )0/

plg X€E rlq

nemnegativ tagi Dirichlet-sor, rdaddsul p""(")“' egylitthat6ja minden p-re (ami nem osztja g-t) pozitiv egész. Tegyiik
fel indirekte, hogy valamelyik L(1, ) = 0. Mivel L(s, xo) p6lusa els6rendd az 1-ben, F(s) holomorf az 1-ben. Ekkor

F(s) kiterjed a Rs > 0 félsikra holomorfan. A Landau-lemma értelmében ekkor az eléallité Dirichlet-sor is konvergens
a Rs > 0 félsikon. Ez azonban ellentmondas: s = 1/¢(g)-ban a Dirichlet-sor nem lehet konvergens, hiszen a primek

reciprokosszege divergens. O

6. A BIZONYITAS BEFEJEZESE

Legyen (a,q) = 1, azt kell beldtnunk, hogy p = a mod g végtelen sok p primre. Az eddigiek értelmében

- s L)
n;x(n)/\(n)n = Thog)

holomorf az 1-ben, ha y # xo, és 1/(s — 1) szingularitéstdl eltekintve holomorf az 1-ben, ha )y = xo.

A karakterekrdl sz616 részben emlitett dtlagoldst és az el6z6 rész eredményeit alkalmazva Rs > 1-re

1 —L'(s,%) 1
A(n)n x(a nf=———Y yxla)—"5 = + holomorf,
nzazm’od g 7121 xg’ ®(q) ,E’E L(s,x)  o(@)(s—1)
ahol a "holomorf” az egész Rs > 0-ra holomorfan kiterjeds fiiggvényt jelent. Ha tehat most s — 1 feliilrdl, akkor azt
kapjuk, hogy a bal oldal tart a végtelenbe, azaz

n=a mod g

Ez még nem pontosan az, amit szeretnénk, hiszen A(n) nemcsak a primeken pozitiv, hanem a primhatvanyokon is.

Azonban | . |
ogp ogp ogp
Y Z Y —= )% Z Y —

n=a mod ¢ n k=a mod ¢ p p=amod g P 2 pk=a mod ¢ p
A jobb oldal masodik tagjardl konnyi latm, hogy véges, tehat az els6é végtelen. A kitlizott célndl tobbet kaptunk:
végtelen sok p = a mod ¢ prim van, ha (a,q) = 1, rdaddsként ezek log p/p sszege is végtelen.



