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1. fejezet

Bevezeto

1.1. Kérdések

Dolgozatunkban azt a kérdést vizsgéljuk, hogy fontos topologikus terek rész-
halmazainak mérték-, illetve dimenzidelméleti nagysaga mennyiben fligg 6ssze geo-

metriai nagysagukkal.

Eloljaroban emlékeztetiink Lebesgue stirtiségi tételére, mely szerint minden
mérheté halmaz majdnem minden pontja stirtiségi pont. Ennek a tételnek egy
egyszeri kovetkezménye, hogy R? minden pozitiv mértéki A részhalmazara, és tet-

sz6leges B véges részhalmazara van olyan o hasonlésaga Ré-nek, melyre p(B) C A.

Egyik fontos kérdéskoriink éppen ezen észrevétel koré szervezddik. Lehet-e
valamilyen értelemben ,nagy” halmazt taldlni, ami bizonyos véges mintakat nem

tartalmaz?

Egy mésik alapvetd probléma a kovetkezs: egy adott halmaznak hény eltolt-
javal lehet lefedni a teret? Ha a halmaz nullmértéki, akkor megszamlalhatonél
tobb eltoltra van sziikség. Kell-e biztosan kontinuum?

Az alaptér minden kérdés vizsgalatakor R, R? vagy egy provéges csoport lesz.
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8 1. FEJEZET. BEVEZETO

Hogy mikor melyik, azt a kovetkezs szempontok alapjan allitjuk 6ssze: hol érdekes
leginkabb az adott kérdés; hol tudunk tjabb eredményt bemutatni; hol tudjuk
legjobban érzékeltetni a tétel vagy a bizonyitas lényegét (hol van kevesebb technikai

részlet).

1.2. Dimenziéfogalmak

Legfontosabb dimenzitfogalmunk a Hausdorff-dimenzi6. Legyen (X,d) tet-

sz6leges metrikus tér, A C X pedig Borel-részhalmaza.

1.1. Definicié (Hausdorff-dimenzid). Legyen § > 0, és legyen

5 (A) = inf {Z(diam(An))s | | An 2 A, diam(4,) < 5} ,

ez nyilvan monoton ng, amint 6 — 0. Legyen tehat

p*(A) = lim pi(A),
ez A s-dimenzios Hausdorfl-mértéke.
Tovabba

dimy(A) = sup{t | p'(A) = oo} (= inf{t | u'(A) = 0})

A Hausdorff-dimenzioja.

Minden Borel-halmaznak van Hausdorff-dimenzi6ja, ennek bizonyitasa meg-

talalhato Laczkovich M. jegyzetében [L, 99. oldall.

Egy kés6bbi kérdést a box-dimenzié szempontjabol vizsgalunk meg.

1.2. Definicié (box-dimenzi6). Legyen A korlatos. Legyen N,.(A) az a szém,

ahény r sugaru nyilt gémbre van sziikség A befedéséhez. Legyen

. .. log(N.(A) —— _ log(N,.(A))
d A) =1 f————>: d A)=1 _
g (A) = Bl og(ryry + AmelAd) =lms =0 6
rendre A also és fels6 box-dimenzioja. Ha megegyeznek, akkor legyen dimg(A) =

dimg(A) = dimp(A) A box-dimenzi6ja.
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Megjegyezziik, hogy nincs minden kompakt halmaznak box-dimenzidja, még
R-en is konnyd olyan A kompakt halmazt konstruélni, melyre dimg(A) = 0,
dimp(4) = 1.

A box-dimenzio6 segitségével definialjuk a pakolasi dimenziot.

1.3. Definicio (pakolasi dimenzi6). Legyen A tetszéleges. Ekkor

dimp(A) = inf {supdi_mB(Ai) | A C U Ai}
‘ i=1
A pakolési dimenzioja, ahol az A fedésében hasznalt A;-k korlatosak.

Megjegyezziik, hogy ez valéjaban csak a fels§ pakolési dimenzié. Az alsot az

als6 box-dimenziobol lehetne szarmaztatni.
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2. fejezet

Eszkozok

2.1. Egy fraktalgeometriai tétel

A Hausdorff-dimenzi6 alulrol torténé megbecslése altalaban nehezebb feladat,
mint a feliilrél torténd becslés. Utdbbihoz elegendd ugyanis jo fedéseket talalni, mig
el6bbihez minden fedésre vonatkozoan kell kijelentéseket tenni. Most K. Falconer
[Fal, 4.6.] egy egydimenzios tételét altalanositjuk magasabb dimenziora, bonyolult,

de hasznalhato eszkozt nyerve halmazok Hausdorff-dimenziojanak als6 becslésére.

2.1. Lemma. Legyen adott az U C R? korldtos halmaz, | > 0, és a B C U véges
halmaz. Ekkor ha |B| > (2diam(U)v/d/l + 1)¢, akkor van B-nek két olyan pontja,
amelyek tdavolsdiga kisebb, mint | (ahol |B|-vel B elemszamdt jeléljiik).

Bizonyitds. Legyen I < I, de csak annyival, hogy még |B| > (2diam(U)v/d/l' +1)?
is fennalljon. U beletehets egy olyan zart K kockaba, melynek éle diam(U). Ve-
gyiink fel ebben a kockadban egy olyan (K-val parhuzamos élii) kockaracsot, mely-
ben a szomszédos racspontok tavolsaga I'/(2v/d). Vilagos, hogy ennek a racsnak
az elemszama legfeljebb (2diam(U)v/d/l' + 1)%, és ha ennél t&bb pontu B, akkor
van két olyan eleme, amelyekhez legkozelebbi racspont megegyezik, tovabbé az
attol vett tavolsdg mindkettd esetében legfeljebb I'/2. Ezen két pont tavolsaga
legfeljebb I’ < [. O

11



12 2. FEJEZET. ESZKOZOK

2.2. Tétel. Legyen Ré-ben F = N2, Ey, ahol Ey-k kompakt, kis kockdkbol dlls
halmazok, Ey egyetlen kocka. Tegyiik fel, hogy minden k > 1-re, By, C FEy_q, €s
Ey_y minden kis kockdja legaldbb m¢ darab kis kockdt tartalmaz Ey-bdl, tovdbbd
hogy ezek a kis kockdk olyanok, hogy a tdavolsiguk pdronként legaldabb €y, ahol 0 <
ex < €p—1 fenndll minden k > 1-re, és limy_. e = 0. Tegyiik fel tovdbbd, hogy
minden k-ra mpey, < 1. Ekkor

dlog(my ... -my_q)

di F) > liminf
lmH( )_ llgg —log(mkek)

Bizonyitds. Feltehetd, hogy Ej_; minden kockaja m¢ darab kockat tartalmaz Fj-
bol (ha a tobbit elhagyjuk, a feltételek nem valtoznak). Legyen p valoszintségi
mérték, melynek tartoja F', és amelyre nézve E) minden kis kockajanak mértéke
(my-...-my)~% Legyen U tetszéleges korlatos halmaz, melyre 0 < diam(U) < &;.
Megbecsiiljik u(U)-t. Legyen k olyan, hogy ¢, < diam(U) < gj_;.

Egyrészt U legfeljebb csak egy Ejy_i-beli kockat metsz, azaz legfeljebb m¢ da-
rab Ej-belit. Masrészt az el6z6 lemma szerint Ej-beli kockdkbol nem metszhet

(2diam(U)Vd /ey, + 1)¢ < (4diam(U)v/d /ey, )%nél tobbet. Azaz:
w(U) < (my - ... my) "4 min{(4diam(U)Vd/e)?, mi} <
(my - ... - my)~Y((4diam(U)Vd/eg ) md =)

minden 0 < s < d-re.

Ekkor
o) 4y

(diam(U))* = (mq - ... - my_1)4mie;’

dlog(mi-...mg_1)

~log(mrer) esetén feliilr6l korlatos valamilyen K > 0 kor-

ami s < liminf,_
lattal.

Ekkor valamely 0 > 0 esetén (diam(U))* > u(U)/K minden olyan U-ra, mely-
nek atmeérgje legfeljebb 6. Ekkor ha F-et 6-nal kisebb atmérdsjtekkel fedjiik, akkor

az s-dimenzios Hausdorff-mértéket kozelits osszeg legalabb 1/K. O

2.2. Hutchinson tételei

Onhasonlé halmazok esetében a Hausdorff-dimenziot pontosan is meg tudjuk
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mondani. Ezen — nagyon specidlis — esetre vonatkoznak a kovetkezs tételek,

melyek megtalalhatok Laczkovich M. jegyzetében [L, 105-110. oldal].

2.3. Definicié. Legyenek fi, ..., f, az R? tér kicsinyitései, azaz olyan hasonlésa-
gok, melyeknek ardnyara 0 < ¢; < 1 (1 <i <n). Ekkor legyen A az f1,..., f, ha-
sonlosagokhoz tartozd 6nhasonloé halmaz, amennyiben A nemiires, kompakt, vala-
mint A = U, fi(A4).

Minden {fi, ..., fn} halmazahoz ilyen hasonlésagoknak van egy egyértelmt én-
hasonl6 (nemiires, kompakt) halmaz. A cél ezen halmaz Hausdorff-dimenziojanak

meghatarozasa.

2.4. Tétel (Hutchinson). Legyen A az fi,..., f, hasonldsdagokhoz tartozé énha-
sonlé halmaz, ahol az f; hasonlésdgok ardnya rendre 0 < q; < 1, valamint az f;(A)
halmazok legyenek pdronként diszjunktak. Ekkor dimg(A) = s, ahol > ¢ =1,
sdt, 0 < p*(A) < co.

Kicsit gyengébb feltevések is ugyanezt implikaljak.

2.5. Tétel (Hutchinson). Legyen A az fi1,. .., f, hasonlésdigokhoz tartozd énhason-
lo halmaz, ahol az f; hasonldsagok aranya rendre 0 < q; < 1. Tegyiik fel tovdbbd,
hogy létezik egy G nemiires, nyilt halmaz, melyre f;(G) C G minden 1 < i < n-re,
és az fi(G)-k pdaronként kilonboznek. Ekkor dimp(A) = s, ahol Y 7 ¢ =1, sét,
0<p*(A) < 0.

Az el@keriils fliggvényre bevezetjiik a kovetkezs jelolést. Ha 0 < ¢1,..., ¢, < 1,
akkor legyen h(qi,...,q,) az a nemnegativ, valés s, melyre Y " ¢ = 1. Ez a

fliggvény értelmes, joldefinialt, hiszen Y ' ¢ = n, lim_(3 1, ¢}) = 0, vala-

mint Y ¢! t-ben szigortian monoton csokken és folytonos.

A tételek egy egyszert alkalmazasaképpen adodik, hogy ha C' a triadikus

Cantor-halmaz, akkor dimy(C) = 82 (az 6nhasonlosdgot megado kontrakeiok:

log 3
fi(z) = %x,fz(:c) = %:c + %)
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2.3. Egy kombinatorikus konzisztenciatétel

2.6. Definicio. Legyen f : N — N U {oco} (ahol oo most megszamldalhatd végte-
lent jelol). Ekkor a [[)_, An-t f-szlalomnak nevezzik, ha minden A, elemszima
legfeljebb f(n). Legyen adott f és egy [1.—, An f-szlalom. Azt mondjuk, hogy
g N — NU{oo} egy részszlalom-méret, ha minden n-re g(n) < f(n). Ekkor

[, B, g-részszlalom, ha g-szlalom, és minden n-re B,, C A,,.

Legyenek f,g : N — N, ahol 1 < g(n) < f(n). Tegytik fel, hogy f(n) és g(n)
tart a végtelenbe. Ekkor a halmazelmélet szokisos ZFC-axiémarendszerével kon-
zisztens, hogy minden f-szlalomot kontinuumnéal kevesebb g-részszlalom fed [ES,
9-10. oldal]. Ha a ZFC-hez a kontinuumhipotézist hozzéavessziik, akkor a fligget-

lenség megsziinik, és csak kontinuum sok g-részszlalommal lehet egy f-szlalomot
lefedni.

Ez a kombinatorikus tétel lehetévé teszi, hogy valos fliggvénytani fiiggetlensé-
geket igazoljunk. Illusztracioként tekintsiik a kovetkezs problémat. A Baire-féle
kategoriatételnek egy egyszertd kovetkezménye, hogy Q nem Gy halmaz, azaz a
racionalis szdmok halmaza nem allithaté el6 megszamlalhaté sok nyilt halmaz
metszeteként. Nyilvan Q = N,er\g(R \ {r}), ahol a jobb oldalon kontinuum sok
nyilt halmaz metszete all. Hogy itt ténylegesen kell-e kontinuum, az fiiggetlen.
Ugyanis tekintsiik az ekvivalens problémat: hany zart halmaz unioja R \ Q7 Az
R\ Q topologikus tér homeomorf NN-nel [L, 26. oldal|. Legyen f az az NY — R\ Q
fiiggvény, amit az idézett bizonyitas konstrual. Az f fiiggvény NV értelmezési tar-
B,
szorzat unidjara (¢ € I, ahol |I| <kontinuum), ahol |B’| < n. Kénnyti ellenérizni,
hogy ekkor minden f(X;) zart, és U;er f(X;) = R\ Q.

tomanyat konzisztensen fel tudjuk bontani kontinuumnal kevesebb X; =[], .



3. fejezet

Tiltott mintak és teljes dimenzi6éjua

halmazok

Ebben a fejezetben célunk a kovetkezs lesz. Elére adott mintahoz kerestink
olyan teljes Hausdorfl-dimenzioju (a térrel egyezd dimenzi6ji) halmazt, mely nem

tartalmazza az adott mintat. Az alaptér mindvégig R vagy R

3.1. Tiltott minta: az osszes parallelogramma

Az Osszes parallelogramma megtiltasa nem annyira életidegen kévetelmény,
amilyennek elsé latasra ttinhet. Természetes kérdés, hogy két nagy dimenzidju
halmaz metszete sziikségképpen nagy dimenzidji-e. A valasz persze nem, még két
pozitiv mértéki halmaz is lehet diszjunkt. De ha A és B pozitiv Lebesgue-mértékd
halmazok R%ben, akkor alkalmas ¢t € R%re A\((A +t) N B) > 0 (példaul A egy
stirtiségi pontjat B egy siirtiségi pontjara tolhatjuk ¢-vel). Igaz-e valami hasonlo

teljes dimenzi6ju halmazokra?

P. Mattila [Ma2| olyan R-beli kompakt A, B halmazokat konstrualt, melyek
Hausdorff-dimenzi6ja 1, és A minden eltoltja legfeljebb 1 pontban metszi B-t.
Keleti T. [K1| olyan kompakt A C R halmazt konstralt, melynek Hausdorff-
dimenzi6ja 1, és minden ¢ # 0-ra AN(A+t) legfeljebb 1 ponti. A kovetkezSkben az

15



16 3. FEJEZET. TILTOTT MINTAK ES TELJES DIMENZIOJU HALMAZOK

6 modszerét alkalmazva konstrualunk magasabb dimenzidban ilyen tulajdonsigu

halmazt.

3.1. Definicid. Az [z, 9, x3, x4 rendezett négyes parallelogramma, ha az z;-k

kozott legalabb 3 kiilonbo6z6 van, és xo — x1 = x4 — x3.

Vilagos, hogy egy halmaz pontosan akkor metszi minden nemtrivialis eltoltjat

legfeljebb 1 pontban, ha nem tartalmaz parallelogrammat.

A parallelogramma ezen definicidja egy mésik lehetséges motivacioval is kapcso-
latba hozhat6. Ugyanis a parallelogramma-mentes halmazok egytuttal még harom-
tagu szamtani sorozatot sem tartalmaznak, azaz olyan x1, xo, 3 kiilonb6z6 elemek-
bél all6 harmast, melyekre x5 — x1 = x3 — 9. A (haromtagt) szamtani sorozatok
garantalhatosdga sokat kutatott kérdés a szamelméletben is: a klasszikus ered-

mények mellett (Roth és Szemerédi tételei) ma is nagyon aktivan vizsgalt teriilet.

Konstrukcio.

R%ben konstrualunk egy d Hausdorff-dimenzi6jt, kompakt, parallelogrammaét
nem tartalmazo halmaszt.

Legyen 6,, = 1/(6™ 'm!). Rekurzivan definialjuk az A,, kompakt halmazokat,
melyek mindegyike paronként diszjunkt, zart kockakbol all:

d
Aa=11 U 02 0w 0 + 1)),
j=11

=1 1<iy <k,1<k<m

Igy az A,, halmaz egy (m!)? kis kockabol allo kompakt halmaz lesz. Az A,, kockait

jeloljiik (valamilyen sorrendben) 1", ..., I} ;-mel, és legyen a (Ji, Ja, . . .) sorozat
az Osszes el6forduld kocka felsoroldsa: (I3, ... ,I&Zil)!)d, n, ..., ](’;”fn!)d, ).

Legyen ngl) = ... = ngd) = 0. Ekkor A; = [0,1]¢. Most megadjuk az
Ay, ..., Ap-b6l A, q-et megadd rekurziot.

Ha H4_1 nt i Om & Jim, akkor legyen minden 1 <i <m 41,1 < j < d-re

nd . =6(m+nY) . +6i—6,

0
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azaz a J,-t6l kiilonboz6 kockak mindegyikét felosztjuk (6(m + 1)) részre (koor-
dinatanként 6(m + 1)-re), és megtartjuk azokat, amelyek minden koordinataban
6-tal oszthat6 sorszamuak.

Ha H;lzl nt) i Om € Ji, akkor legyen minden 1 <i <m+1,1 < j < d-re

azaz a J,, kockat felosztjuk (6(m + 1))? részre (koordinatanként 6(m + 1)-re), és
megtartjuk azokat, amelyek minden koordindtaban 3-mal oszthato, de 6-tal nem
oszthato sorszamuak.

Legyen A =N°_, A,,.
3.2. Tétel. A konstrudlt A halmaz kompakt, és nem tartalmaz parallelogrammdt.

Bizonyitds. A kompaktsag nyilvanvalo, mert R%beli kompaktak metszete kom-
pakt.

Tegyiik fel, hogy valamely z1,zo, 23,24 € A k6z6tt van harom kiilonb6zs. 1)
Elgszor tegyiik fel, hogy x; kiilonbozik az Gsszes tobbitsl. Legyen m olyan, hogy
csak xy van benne valamely I]’-" = Jy-ben (mivel limy, ., diam(Jy) = 0, ezért
ilyen van). Ekkor A,/ definindlasa soran xs, z3, x4 ,hatodik” kockdban voltak,
xrq1 pedig ,harmadiktol induléan hatodik” kockaban volt. Ekkor példaul ezen kis
kockék és az x;-k els6 koordinatéjara koncentrélva azt kapjuk, hogy x; els6 koor-
dinataja (6Ny + 3)0n + €1, z; (§ = 2,3,4) elsé koordinatéja pedig 6N;0p + €5,
ahol Ny, Ny, N3, Ny egészek, és 0 < €1, 69,63,64 < Opr. lgy o9 — 21 # 24 — 5. 2)
Ha 21 = x, akkor x3 # x4, ez az eset is kész. 3) Ugyanigy ha z; = z3, akkor
x9 # 4. 4) Ha pedig x; = x4, akkor z3 kiilonbozik az Osszes tobbitdl, és az el6bb

adott bizonyitas elmondhat6 x; helyett x3-mal. O
3.3. Tétel. A konstrudlt A halmazra dimy(A) = d.

Bizonyitds. Hasznaljuk a 2.2 tételt. Annak jeloléseivel most Ey_1 = Ay, mp = k+
1. Amikor a k. 1épésben 6(k+ 1) darabra osztunk egy kockat, és abbol megtartunk
minden hatodikat (minden koordinataban), akkor a minimaélis el6foduld téavolsag

alulrol becsiilhetd az egy koordinataban elfordulé minimalis tavolsaggal, ami g, =
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Or/(2(k +1)). Ezt beirva a 2.2 tételbe, adodik a bizonyitando allités, ugyanis

|
dimp(A) > liminfd - log(k!)
k—oo —log <5k+1 . k11 >
Z(k+1) 61K

valamint a dimyg(A) < d nyilvanval6. O

A sikon a konstrualt A halmaznak van egy tovabbi érdekessége.

3.4. Tétel. Ha d = 2, akkor az imént konstrudlt A halmaz nem tartalmaz derék-

82091, eqyenld szdri hdaromszaget.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekte, hogy x1,zs,x3 € A derékszogi, egyenld szara
haromszog, melyben xo-nél van a der¢kszog, és x1 az x3 xp koriili, § szogi elforga-
tottja. Legyen M olyan, hogy csak z; van benne valamely Ii" = Jy-ben. Ekkor
z1 koordinatai: (6NT +3)da+e7, (6NY +3)dp +¢¥, x; (j = 2, 3) koordinatai pedig
6NF0y + €7, 6N 0 + €, ahol 0 < ef,e{e},ef < dy. Belatjuk, hogy derékszogt,
egyenl szart haromszoggel ez nem fordulhat eld.

Nagyitas utan feltehetd, hogy o = 1, eltolas utdn pedig az is, hogy Nj =
NJ = 0, vagyis a derékszogi 5 cstics [0, 1] x [0, 1]-ben van. Alkalmazzunk még
egy eltolast ugy, hogy xo az origéba keriiljon. Ezek utan x3 koordinatai: 6/N3 +
3, 6NY + ¢4, ahol —1 < ¢%, ¢4 < 1. Ekkor z; koordinatai egyrészt (a3 origd koriili,
7 szogi elforgatottja): —6Ng —cj, 6N$ +c5, masrészt (6N +3)+cf, (6NY +3) +¢f,

ahol —1 < ¢, ¢} < 1. Ez nyilvan ellentmondéas. O

Van tehat a sikon olyan kompakt halmaz, amely teljes dimenzi6ji, de nem
tartalmaz derékszogi, egyenlS szari haromszoget. Van-e minden haromszoghdz
olyan teljes dimenzi6ju kompakt halmaz a sikon, amely nem tartalmaz az adott

haromszoghoz hasonlot? A koévetkezs pontban ezt a kérdést vélaszoljuk meg.

3.2. Tiltott minta: egy elére adott haromszog

Hogy a felmeriilt kérdést meg tudjuk vélaszolni, az R? sikot a C szdmsikkal
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azonositjuk, kidolgozzuk [K2| komplex valtozatat (Keleti T. a szamegyenesen bi-

zonyitott be analog allitast), és igy oldjuk meg a feladatot.

3.5. Lemma. Legyen a # 0 komplex szam, melyre |a| < % Ekkor van legaldbb

.
18|a?

amelyekre oj € [0,1] x [0, 1].

darab olyan j Gauss-egész, melyek eqy négyzetrdacsban helyezkednek el, €s

Bizonyitdas. Ha « pozitiv valos, akkor az (%, %) koézépponti, tengelyparhuzamos

és % oldali négyzet legalabb (% - 1) > # = % > 181042 olyan pontot tartal-

maz, melynek 1/a-szorosa Gauss-egész (és amely Gauss-egészek igy szintén egy
négyzetracsban helyezkednek el). Ennek a négyzetnek minden elforgatottja is a
[0, 1] x [0, 1]-en beliil van. O

3.6. Tétel. Legyen P = (p1,p2,p3) € R? hdromszig (azaz pi,ps, p3 pdronként
kiilonboznek). Ekkor létezik olyan A C R?* kompakt halmaz, melyre dimy(A) = 2,

és A nem tartalmaz P-hez irdnyitdstartoan hasonld részhalmazt.

Bizonyitds. Legyenek pi, pa, p3 egyszerre komplex szamok is, R? = C.
Legyen M rogzitett paros szam, majd késGbb meghatéarozzuk, mekkora. Legyen
a = Z“;’%ﬁ € C, vilagos, hogy ekkor o # 0,1. Legyen L > 0 valos szam, majd ezt

is kés6bb hatarozzuk meg. Legyen 0 = 77 L e ahol az m; értékeket is kés6bb

hatarozzuk meg. 1

Terviink a kovetkezd. Indulunk a [0,1] x [0,1] egységnégyzetbdl, és minden
lépésben van egy listank az éppen meglevs négyzetekbsl addédd Gsszes rendezett
harmasbol. Megytink végig a listan, és amikor egy (5, S2,S3) harmashoz ériink
a k. lépésben, akkor a benne levé négyzetek mindegyikében tgy vesziink fel m?
darab kis tengelyparhuzamos négyzetet, melyek oldalhossza d;, hogy azok téavol-
saga paronként legalabb ¢, legyen, és ezek a kis négyzetek mar ,,jok” abban az
értelemben, hogy ha s; € 51,59 € Sy, 53 € S3, akkor sys9s3 irdnyitastartban nem
hasonl6 P-hez. A t&bbi négyzet mindegyikében is felvesziink m? darab ugyan-
ekkora tengelyparhuzamos négyzetet, de ezekben csak a legalabb §x-s tavolsagra

kell tigyelniink. Ezutén a kis négyzetekbdl ad6do Gsszes rendezett harmast a lista

végére irjuk valamilyen sorrendben. Ha itt most az my sorozat olyan, hogy

lim 2log(my - ... - my_q)

=2
k—o0 — log(mk5k) ’
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akkor 2.2 tétel szerint a metszetként adodé A halmazra dimy(A) = 2. Ilyen célnak

megfelel példaul az my = max(k, 3) valasztas.

Legyenek tehat XY, Z négyzetek, melyekben minden kis négyzet d;_; oldald,
és tgy akarunk javitani, hogy r € X,y € Y,z € Z esetén L= # a legyen.

El6szor javitsunk Y minden kis négyzetében. Minden kis négyzetben vegyiik
fel a kovetkezd kis négyzeteket: 0(May, + [0,1] x [0,1]), ahol j, Gauss-egész.
Ezek a kis négyzetek nem lognak egymasba, s6t tavolsaguk is nagyobb d,-nal, ha

M|a| > 2v/2 + 1, azaz M > M,. Hany ilyen j, van? A §,Maj, alaki pontokbol

Ok
Op—1

ha L > L, (és ebbe az L > L, feltételbe azt is beleértjiik, hogy a 3.5 lemma

a 0x_1 oldali négyzetbe a lemma szerint legalabb 1/18(M |a|-2-)% > 18m? esik,
alkalmazhato legyen, ilyen modon az L-re adodo also korlat fiigeg M-t6l). Ezen
18m;} racspont kozill a nem a keriileten levok folé fel lehet venni a dx([0, 1] x
[0, 1])-es négyzetet (mivel a keriilettd] vett tavolsag legalabb akkora, mint a t6bbi

racsponttol vett tavolsdg minimuma), ami legalabb m3 darab, mivel my > 3.

Most javitsunk X minden kis négyzetében. Minden kis négyzetben vegyiik fel a
kovetkezd kis négyzeteket: 0y (M j,+[0,1] %[0, 1]), ahol j, Gauss-egész. Akarcsak az
elsbb, adodik, hogy fel tudunk venni m3 darab kis négyzetet, ha M > M,, L > L,.

Végiil javitsunk Z minden kis négyzetében. Minden kis négyzetben vegyiik fel a
kovetkezd kis négyzeteket: 6, (M =25 j.+ 4 =22 4[0,1] x [0, 1]), ahol j., Gauss-egész.

Ezuttal is fel tudunk venni m? darabot, ha M > M,, L > L,.

Legyen tehdt M > M, , M, M., L > L,,L,, L., ezek a szamok csak a-tol
fiiggenek. Legyen tovabba még M olyan nagy, hogy M|«a|/2 > 4|a|+4 is fennélljon

(emiatt esetleg L-et még nagyobbnak kell valasztani).

Ezt a javitast végezziik el minden lépésben, allitjuk, hogy a metszet nem tar-

talmazza a tiltott mintat. Tegyiik fel indirekte, hogy végiil valamely x,y, z-re

Yy—=z
r—=z

= «, azaz y = axr — (@ — 1)z a metszetben. Valasszunk olyan kicsi 0x-t,
hogy x, vy, z paronként kiillonbo6z6 o5 oldalu négyzetekbe essenek. Legyenek ezek a
négyzetek XY, 7. Nézziik meg, mit kapunk, amikor az (X, Y, Z) harmas szerint

javitottunk (a javitasnal hasznalt dx < d). Ekkor az egyenlet z,y, z-re a kévet-
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1 2 1 2 1 .2 .
21 €3r €y € €2, €7 S 1-re:

kez6. Valamely 0 < ¢

1
Mady + (eh28) = alMis + (ehe)) — (o= 1) (=25 (o ) + (L),

azaz
. . . a{
Ma(jy = jo+ o) + == = aleg,5) — (@ = D(e2,€2) = (g, 5,)-

Itt a bal oldal abszolut értéke legalabb M|«|/2, a jobb oldalé legfeljebb 4|a| + 4,

ami ellentmondas. O

Nyilvanval6 igényiink az ,iranyitastartéan” szo elhagyasa, de ez kénnyen meg-
tehetd.

3.7. Kovetkezmény. Legyen P = (p1,pa,p3s) € R? hdromszég. Ekkor létezik
olyan A C R? kompakt halmaz, melyre dimy(A) = 2, és A nem tartalmaz P-hez

hasonlo részhalmazt.

Bizonyitds. Minden (X,Y, Z) harmas javitasanal el6szor hajtsuk végre a javitasi

lépést a-val, majd a-tal. O

3.3. ,,S0k” tiltott minta

Valojaban az el6z6 részben latott modon megszamlalhato sok tiltott mintahoz
is tudunk maximalis dimenzi6ju halmazt késziteni, mind R-ben, mind R2-ben.
Ebben a részben azt mutatjuk meg, hogy ,nagyon sok” mintat méar nem lehet
megtiltani. Hogy legyen értelme annak, hogy nagyon sok minta, a haromponti

mintakat elhelyezziik egy térben.

3.8. Definici6 (a minték tere). Legyen A C R (vagy R? = C) kompakt. Legyen

T(A) = U Z—

JE— I‘ :
z,Y,2€A;z#Y y

3.9. Tétel. Ha az A C R kompaktra dimy(A) = 1, akkor T (A) sird R-en.
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A tétel nyilvanvaléan kovetkezik a kovetkezd, kvantitativ valtozatabol. Em-
lékezziink vissza arra, hogy ha 0 < x,y < 1, akkor h(z,y) = s definici6 szerint azt

jelenti, hogy x° 4+ y°* = 1.

3.10. Tétel. Legyen 0 < a < b < 1, és tegyiik fel, hogy az A C R kompakt
halmazra T (A) N (a,b) = 0. Ekkor

dimy(A) < h(a,1—b) < 1.

Bizonyitds. Legyen A C R kompakt, melyre 7(A) N (a,b) = 0. Feltehets, hogy
min(A) = 0, max(A) = 1 (mind a Hausdorff-dimenzio, mind a tartalmazott mintak
tere érzéketlen a nagyitasokra és az eltolasokra).

Elgszor belatjuk, hogy h(a,1 —b) < 1. Ugyanis a' + (1 —=b)' =a—-b+1 < 1,
mivel a < b, tovabba a® + (1 — b)? = 2. Igy azon s, melyre a® + (1 — b)* = 1,
szigorian 0 és 1 kozott van.

Legyen s = h(a,1 —b). Legyen § > 0 adott. Meg fogjuk adni A-nak egy olyan,
I, ..., I, zart intervallumokbol all6 fedését, melyben minden intervallum hossza
legfeljebb §, és > A(1;)* < 1. A 0. szinten legyen A fedése a [0,1] szakasz. Az
1. szinten legyen A fedése [0,a] U [b,1]. A 2. szinthez a kovetkezSképp készitjiik el
a fedést: a [0, a] intervallumot sszehtuzzuk a [0, a']-re, ahol @’ = max(AN|0,a]) <
a. Ezutan a [0,d']-t befedjik a [0,aa’] U [(1 — b)a']-vel. Ugyanigy elkészitjik
AN[(1-b), 1] fedését. Az elsfordulo fedszakaszok hossza legfeljebb a2, a(1—b), (1—
b)a, (1—b)%. Minden lépésben ezt folytatjuk: az S fedészakaszt az ANS als6 (m) és
fels6 (M) végpontjara huzzuk, majd a k6zépss (a(M —m)+m, (1—b)(M —m)+m)
nyilt szakaszt elhagyjuk. Menjiink el azon k. szintig, ahol mar a*, (1 — b)* < 6
(ekkor minden a-kbol és (1 — b)-kbdl allo k hosszu szorzat is legfeljebb §). Ezen a
szinten a fed@szakaszok atmérGje legfeljebb 9, és a hosszok s. hatvanyénak Osszege

legfeljebb
> (llf) (a' (1 =) = (" + (1 -b)")" =1L

1=0
Ezzel igazoltuk a tételt. O

Kovetkez§ célunk ezen tétel egy gyengitett megforditasa.
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3.11. Tétel. Legyen 0 < a < b < 1. Ekkor van olyan A C R kompakt halmaz,
melyre T(A) N (a,b) =0, és
ab b
dimy(A) = h 1- :
iz (A) <1—a—i—ab7 1—a—|—ab>
Bizonyitds. Készitsiik el az fi(z) = d'x, fo(z) = (1—b')x+(1—1') hasonlésadgokhoz

tartoz6 6nhasonl6 A halmazt, ahol 0 < o < b < 1 kés6bb meghatarozandd
szamok. Ez a halmaz tugy készithetd el, hogy a [0,1] szakaszbol indulunk, és
minden lépésben minden meglevd szakasznak elhagyjuk egy nyilt intervallumat:
[t,t + t1] esetében (t + ti1a',t + t1b')-t. Ekkor Hutchinson tételének értelmében
dimp(A) = h(a’,1 = V).

Ugy szeretnénk a’-t és b'-t megvalasztani, hogy amikor az I intervallumnak el-
hagyjuk egy nyilt intervallumét, és Iy, Is-vel jel6ljiik a megmaradoé intervallumokat
(I < Ip), akkor x € I1, z € I, y € [y U I esetén 4= ¢ (a,b). Ha most elkészitjiik
azt az Onhasonl6 A halmazt, amit ugy kapunk, hogy minden lépésben a megle-
v6 intervallumok kozépss (a',1 — ') részét elhegyjuk, akkor 7(A) N (a,b) = 0:
legyen ugyanis x < y < z € A. Nézziik az utolsé szintet, amikor z,y, 2 még egy
intervallumon beliil vannak, és hagyjuk el a kozépss (a’,1 — b') részét. Itt x és
z kiilénb6z6 intervallumokba keriilnek, és = < a vagy 4= > b attdl fiiggden,
hogy hova keriil y. A sziikséges a/,b" értékeket az 6nhasonlosag miatt elegendd
I = [0, 1]-re kiszdmolni.

Legyen 0'a = o/, valamint 0’ — o’ = (1 — a’)b. Ebben az esetben ha x € [0,d/],

z € [V/,1], akkor y € [0, d] esetén =" < a, migy € [V, 1] esetén = > b. A kapott

ab b/ _ b
1—a+ab?’ " l1—a+tab’

egyenletrendszer megoldasa: o' =

Egyszerii szamolas mutatja, hogy 0 < o’ < a < b < b < 1, amibdl vilagos,
hogy h(a’,1 —¥b') < h(a,1 —b). Mennyire van messze egyméastol a két becslés?

Szamoljuk ezt ki a szimmetrikus esetben, vagyis amikor 0 < a < %, ésb=1-—a,

amikoris h(a,a) = 1;2% Ebben az esetben o/ = 1%, V' = -. Ekkor
1 < h(a,a) _ loga —log (1 + a) 1 log (1+a) - log 3 ~ 1,585,

h(a,a’) log a log a log 2
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log 2
log 37

melyre dimp(A) > s, és T (A) nem sird R-en.

3.12. Kovetkezmény. Ha s <

akkor van olyan A C R kompakt halmaz,

- sy 2 10g2
Bizonyitds. Legyen s < fog3

elérni, hogy dimpy(A) > s legyen, és T(A) N (% — &, % + 5) = () fennalljon. Legyen

a= % —&, b= % + . Ekkor a korabbi jeloléssel o' = g—j, b =3 1—5' Ekkor mivel

1

. 5—¢ 1 log 2
IH&h(;—s’ §—8) " log3’
= 2 2 &

adott, ¢ > 0 kés6bb megvalasztandd. Azt fogjuk

ezért alkalmas ¢ > O-ra az fi(z) = d'z, fo(z) = (1 —V)z + (1 — V') kontrakciok

altal meghatarozott énhasonlé halmaz minden feltételt kielégit. O

3.13. Tétel. Legyen A C R kompakt. Ekkor dimy(7 (A)) < dimg(A)+2dimp(A).
Bizonyitds. Feltehets, hogy A C I = [0,1]. Rogzitett € > 0O-ra legyen
A= A\ {(z.9,2) | | —yl <} C I,

L= \{(w,y.2) | le—yl <} C I°

Z—T

Legyen f. : I. — R a kovetkezs: (z,y,z) — =

Ez a fliggvény folytonosan
differencialhat6 a kompakt I. halmazon, igy Lipschitz-tulajdonsagia I. mindkét
utosszefiiggdségi komponensén. Ekkor dimy(f.(A:)) < dimg(A3). Mivel

T(A) = | f2(AL),

ezért dimy (7 (A)) < dimy(A?). Kétszer felhasznélva, hogy kompakt A, B halma-
zokra dimy(Ax B) < dimy(A)+dimp(B) [Mal, 115. oldal], adédik a bizonyitando
allitas. O

3.14. Kovetkezmény. Ha az A C R kompaktra dimy(A) + 2dimp(A) < 1, akkor
T(A)#R. O

A kévetkezd 1épésben megvizsgaljuk, hogy mi igaz A C R? = C halmazokra.
Ehhez felhasznaljuk a kovetkezs tételt [Mal, 144. oldal|, [Ma3|:
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3.15. Tétel. Ham < s <n, és A CR" p-mérhetd, tovibbd p*(A) < oo, akkor
dimg(AN(W +x))=s—m

1 XY n—m-majdnem-minden (x, W) € AxG(n,n—m)-re. (Ahol G(n,n—m) azR"
tér n—m dimenzios altereinek Grassmann-sokasdga, Y n—m pedig egy valdsziniség:

mérték ezen, mely az ortogondlis transzformdcickra nézve invaridns.)

Megjegyezziik, hogy a hivatkozott tétel ennél tébbet mond ki. Nekiink azonban

csak ennyire van sziikségiink, illetve ennek egy kovetkezményére.

3.16. Kovetkezmény. Ha A C R™ kompakt, u*(A) > 0, akkor van olyan (x, W) €

A x G(n,n —m), melyre
dimg(AN (W +2)) =5 —m.

Bizonyitds. Ha p*(A) < oo, akkor a 3.15 tétel kozvetleniil adja a bizonyitan-
do allitast. Ha p®(A) = oo, akkor [Mal, 121. oldal] szerint van olyan A" C A
kompakt, melyre 0 < p*(A’) < oo. Ekkor A’-re felirva a 3.15 tételt, adodik a

bizonyitando6 allitas. O

Ennek segitségével most bebizonyitjuk a kovetkezd tételt, mely azt mutat-
ja, hogy minden elegendGen nagy dimenziés kompakt halmazban el6fordul6 valos

mintak sidrd halmazt alkotnak R-en. Precizen:
3.17. Tétel. Ha az A C C kompaktra dimy(A) = 2, akkor T(A) NR sdrd R-en.
Ehelyett a kovetkez6 kvantitativ alakot bizonyitjuk be:

3.18. Tétel. Legyen 0 < a < b < 1, és tegyiik fel, hogy az A C C kompakt
halmazra T (A) N (a,b) = 0. Ekkor

dimy(A) < 1+ h(a,1-b) < 2.

Bizonyitds. Az 14+h(a,1—0b) < 2 rész nyilvanvalo (és mar lattuk is a valos esetben).
Tegyiik fel, hogy dimy(A) > 1+ h(a,1 —b). Legyen s olyan, hogy dimy(A) >
s> 14 h(a,1—0b). Ekkor p*(A) > 0. Hasznéljuk a 3.16 kévetkezményt: alkalmas
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A x Ggq-beli (z, L) elemre, azaz valamely « € A-ra és L, origon atmend egyenesre,
dimg(AN(L+z)) = s—1> h(a,1 —b). Ekkor a 3.10 tétel szerint alkalmas
x,y,z € LN A elemekre =< (a,b). O

Fennall a 3.13 tétel és 3.14 kovetkezmény komplex véaltozata, bizonyitasuk

ugyanaz, mint a valos esetben:

3.19. Tétel. Legyen A C C kompakt. Ekkor dimy (7 (A)) < dimg(A)+2dimp(A).
O

3.20. Kovetkezmény. Ha az A C C kompaktra dimy(A) + 2dimp(A) < 2, akkor
T(A)#C. O



4. fejezet

A tér fedése

Most azt a kérdést szeretnénk megvizsgalni, hogy egy mérték-, illetve dimen-
zivelméleti szempontbol kis halmaznak hany eltoltjaval lehet lefedni a teret. Az
A halmaz t-vel vett eltoltja az A+t = {a+t | a € A} halmaz, nemkommutativ

csoport hatésa esetén is a jobb-eltolasokat tekintve.

4.1. Definicié. Legyen A egy X lengyel csoport (specidlisan R, R? vagy provéges
csoport) Borel-részhalmaza.

1) A fedésben kicsi, ha csak kontinuum sok eltoltja fedi X-et;

2) A fedésben nagy, ha megszamlalhato sok eltoltja fedi X-et;

3) A fedésben fliggetlen, ha konzisztens a halmazelmélet ZFC-axiomarendszerével,

hogy kontinuumnal kevesebb eltoltja fedi X-et.

Nullmértéki halmazok fedésben nem nagyok. Hasonloképp a Baire-féle ka-

c s

tes, hogy ha X lengyel csoport, akkor van olyan X = AU (X \ A) felbontas, hogy
A nullmértéki, a komplementere pedig 1. kategoriaju (még olyan A is van ezzel a
tulajdonsaggal, ami Gg, azaz megszamlalhato sok nyilt halmaz metszete), azaz a

felbontas mindkét tagja fedésben nem nagy, de az unidjuk az.

A valés szamegyenesen egy nullmértéki halmaz lehet fedésben fiiggetlen Ele-
kes M. és J. Steprans [ES] tétele szerint. Elekes M. és Toth A. [ET] ezt bebi-

zonyitottak minden kommutativ lengyel csoportra, a nemkommutativ esetet pedig

27
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Lie-csoportok és provéges csoportok vizsgalatara vezették vissza, és Lie-csoportok
esetében meg is oldotték a problémat. Provéges csoportokra pedig Abért M. [A]
bizonyitotta az allitast, amivel a tétel minden lengyel csoportra vonatkozoan iga-

zolast nyert.

A kovetkezSkben megvizsgaljuk, hogy box- és Hausdorff-dimenziéban nem tel-
jes dimenzioju halmazok fedésben mennyire nem nagyok (az el6bbivel megvéla-
szoljuk Abért M. [A] kérdését). Az alaptér minden esetben legyen egy provéges

csoport.

4.2. Definicié (provéges csoport). Legyenek adottak a Gy, G, . .. véges csoportok,
valamint a ¢y : G — G sziirjektiv homomorfizmusok. Ekkor az ezek altal

meghatarozott G provéges csoport elemei a kovetkezok:

{(91,92,--) | Vk € N : g € G, 0k(gr41) = 9r},
a miveletet pedig koordinatanként végezziik

4.3. Definici6é (metrika). Ha = # y, akkor legyen d(z,y) = ﬁ, ha z; = y;
minden j < k-ra, és x|, # yp. Ha o =y, akkor d(z,y) = 0. (Ahol (-) elem vagy

részhalmaz n. komponensre vett vetiiletét jeloljiik (-)},-nel.)

4.4. Definicié (mérték). A bazis-nyilt halmazok mértékét a kovetkezSképpen
definidljuk. Ha A, .. = {(91,92,...) € G| ¢1 = x1,...,9, = ,} nemiires,

akkor legyen p(Ay,  4,) = [t

4.5. Megjegyzés. 1. A provéges csoport a [[°, G, teljes direkt szorzat részcso-
portja.

2. Ekvivalens definicio: provéges csoportnak nevezziik a kompakt, Hausdorff, tel-
jesen szétesd topologikus csoportokat.

3. A megadott csoportsorozatot, illetve az 6sszek6té homomorfizmusokat Gsszessé-
gében véges csoportok inverz rendszerének nevezziik, a provéges csoport ennek
inverz limesze.

4. A definidlt d valéban metrika, p pedig valoban mérték, ez a G csoporthoz tar-

toz6 Haar-mérték, melyet (G) = 1-re norméaltunk.
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5. A megadott struktira topologikus csoport (szorzasa és inverzképzése folytonos

miiveletek), raadasul lengyel tér is (teljes és szeparabilis).

A tovabbiakban legyen minden provéges csoport végtelen, azaz a definialo

(G1,Ga,...) sorozatban legyen |G,| — oo, amint n — oo.

4.1. Box-dimenzid

Mi igaz R-en? U. B. Darji és Keleti T. bizonyitottak [DK], hogy ha egy valos
kompakt halmaz box-dimenzioja 1-nél kisebb, akkor fedésben kicsi. Pontosan ez az
allitas igaz provéges csoportokra is, bizonyitasunk soran az ¢ technikéjukat fogjuk

a mi esetiinkre atdolgozni.

Legyen G tetszoleges provéges csoport, mely a (Gq, G, ...) csoportsorozat (a
kozottiik futé homomorfizmusokat beleértve) inverz limesze. Nevezziik ritkitasnak
azt, amikor kivalasztunk egy (G, Gn,,...) végtelen részsorozatot (a homomor-
fizmusokat a kézenfekvs kompoziciokkal értelmezve), ennek inverz limesze a G
csoport. Ez a csoport — szintén a kézenfekvd bijekcid segitségével — izomortf és

homeomorf G-vel. Ez a ritkitasi mtivelet nagy hasznunkra lesz.

Megadjuk a box-dimenzionak azt a definicivjat, mely a provéges csoportok

esetében sokkal hasznalhatobb az altalanosnal.

4.6. Definicid. Legyen X C G tetsz6leges. Ekkor legyenek

log | X x| log | X|x|

dimp(X) = lim inf - dimg(X) = limsup
5(X) k—oo log |G| B(X) koo 108 |Gkl
rendre X alsé és fels6 box-dimenziéja. Ha dimp(X) = dimp(X), akkor azt mond-

juk, hogy dimp(X) létezik, és értéke dimg(X) = dimp(X).

Ha adott a G provéges csoport, akkor elkészithetjiik G™ direkt hatvanyat. En-
nek részhalmazain hasonloképpen értelmezhetjiik az el6bb definialt két fogalmat.

A téavolsag legyen a koordinatanként vett tavolsagok maximuma. A dimenzidk



30 4. FEJEZET. A TER FEDESE

definiciojaban azonban tovabbra is log |G| alljon a nevezdben. Ekkor példaul
dimp(G™) = n.

Legyen X, Y C G. Konnyt belatni, hogy ekkor dimp (X )+dimp (V) < dimg (X X
Y), dimg(X) +dimg(Y) > dimp(X x Y), azaz ha dimg(X), dimp(Y") léteznek, ak-
kor dimg(X) + dimg(Y) = dimp(X x Y).

4.7. Lemma. Ha X C G belseje nemiires, akkor dimg(X) = 1. Ha X C G"

belseje nemiires, akkor dimg(X) = n.

Bizonyitds. Nyilvan elegend6 az egydimenziés véltozatot belatni. Legyen x

(21,22, ...) belsé pontja X-nek. Ekkor alkalmas k-ra (x1,..., 2k, gkt1, Gkr2---) €
X minden gr41 € Grit, Gir2 € Gigo, ... esetén. Ekkor minden [ > k-ra |X| >
|Gl . . log| Xl

Gl Mivel |G| — oo, igy log G| 1. O

Ha X C G, akkor legyen
Xf:{(xlw"axn) e X" ’7’7&]:>x2 7é$]}
Legyen F,, : G — G™ a kivetkezd:

Fo(xy,... 20, 9) = (219, ..., T09).

Koénnyt belatni, hogy d(F,(z), F,.(y)) < d(x,y), igy F folytonos. Szintén kénnyen
adodik, hogy nem néveli sem az also, sem a fels6 dimenziot, ugyanis semely szinten

nem néveli az elemszamot: | X| > [F(X) |

4.8. Lemma. Legyen X C G tetszdleges, melyre F,(X™ x G) N P* = (. Ekkor
minden g € G-re Xg N P legfeljebb (n — 1) elemd. Ha tovdbbd P kontinuum

szamossagu, akkor X fedésben kicsi.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az els6 allitas nem igaz, azaz 19 = y1,...,Tng = Yn
P kiilonboz6 elemei, ahol zy,...,z, € X. Ekkor F,(zi,...,x,,9) € P, ami

ellentmondas. A mésodik allitas nyilvanval6 az elsgbdl. O

4.9. Lemma. Legyen F' C G™ kompakt, sehol sem sird. Ekkor van olyan P C G

kontinuum szdmossdgi perfekt halmaz, melyre F N P = ().
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Bizonyitds. Legyen Uy = G, ez nyilt. Altalaban az U, halmaz alljon n* nyilt kom-
ponensbdl. Az egyes szint komponenseibdl tgy kapunk egy tjabb szintet, hogy Uy

minden komponensében n nyilt komponenst vesziink fel tgy, hogy minden kompo-

nens atmérdje legfeljebb 2%, és lezartjuk is Ug-beli. Tovabbé ha Vi, ...,V x11 ezek a
komponensek, akkor ha 1, ..., z, killonb6z6 V;-kbdl vannak, akkor (z1,...,z,) ¢
F.

El6szor vegyiik fel Vi, ...,V ri-et Ggy, hogy paronként diszjunktak legyenek,
az atmérgjiik legyen legfeljebb 2%, még a lezartjuk is Ug-beli, valamint U, minden
komponensébe pontosan n essen koziiliik. Ezutan zsugoritsuk éket, legyen 7 az
{1,...,n*1} halmaz egy n elemt varidcija, azaz egy {1,...,n} — {1,...,n*"}
injektiv fiiggvény, és legyenek Vi C Vi,..., V', C V1 olyanok, hogy V. (1) X
XV OF = 0 (ilyen van, mert F nem strd V(1) X ... X Vy(n)-ben). Ismételjiik
el ezt minden 7 variaciora, megfelel6 nyilt részét kapjuk Ug-nak, legyen ez Uy, ;.
Ez legyen a rekurzios 1épés, és legyen P = N2 U,. Konnyen adodik, hogy P

megfelels. O

4.10. Lemma. Legyen X C G kompakt, melyre dimg(X) < 1. Ekkor X fedésben
kicsi.

Bizonyitds. Legyen n > 2 olyan, hogy ndimg(X) < n — 1, ekkor dimp(X") <
ndimp(X) < n — 1. Ekkor X" x G C G""', és dimp(X™ x G) < n, azaz
dimp(F, (X" x G)) < n. Igy a 4.7 lemma szerint F, (X" x G) C G" iires bel-
sejl, kompakt halmaz, tehat sehol sem stird. Ekkor a 4.9 lemma szerint alkalmas

P C G kontinuum szamossagi perfekt halmazra F,(X™ x G) N P* = (). Igy a 4.8

lemma szerint készen vagyunk. O

Ezt az allitast egy alkalmas csoportsorozatra valo attéréssel fel tudjuk dgy

erGsiteni, hogy als6é dimenziéra vonatkozzon:

4.11. Tétel. Legyen X C G kompakt, melyre dimg(X) < 1. Ekkor X fedésben

kicsi, azaz G nem fedhetd le kontinuumndl kevesebb eltoltjaval.

Bizonyitds. A G csoportot definialé G,, csoportokbdl kivalasztva egy részsoroza-

tot, az ezek kozotti homomorfizmusokat pedig a ritkitas el6tti homomorfizmusok
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kompoziciojaként értelmezve egy G csoportot kapunk, mely izomorf G-vel. Ekkor
ha adott az X halmaz, melyre dimg(X) < 1, akkor legyen G olyan, hogy az abban
értelmezett box-dimenziora dflr\r;g()? ) = dimg(X) < 1 fennélljon. Ekkor X konti-
nuumnél kevesebb eltoltja nem fedi é—t, azaz X kontinuumndl kevesebb eltoltja
nem fedi G-t. O

4.2. Hausdorfl-dimenzi6o

Bebizonyitjuk, hogy minden provéges csoportban van kompakt, 0 Hausdorff-
dimenzi6ju, fedésben fiiggetlen részhalmaz. Az 6tlet a 0 Hausdorff-dimenzi6 elérésé-

re Mathé A.-tol szarmazik [M4], aki R-en bizonyitotta be az analog allitast.

4.12. Tétel. Ha G provéges csoport, akkor van 0 Hausdorff-dimenzioji, fedésben

fuiggetlen, kompakt részhalmaza.

Jelolés. Legyen N; < G a kévetkezd normaloszté: azon elemek halmaza, me-
lyeknek els6 j koordinatéja 1 (egységelem).
4.13. Lemma. Legyenek n,k pozitiv egészek. Ekkor van olyan K, C G kom-
pakt halmaz, mely zart F; halmazok unidja, ), diam(FZ-)% < %, és tetszdleges
x1,...,%, € G elemekre van olyan g € G, melyre 11g,...,2,9 € K, . Tovdb-

ba K, még olyannak is vdlaszthato, hogy valamely N; normdloszto szerinti teljes

mellékosztalyok unidja legyen.

Bizonyitds. Az éllitas n = 1-re nyilvanvald, legyen ugyanis K, ; = N, egy kell6en
kicsi normélosztdja G-nek. A tovabbiakban rekurzidval készitjiikk el a megfelel§
K, 1 halmazokat.

Hogyan 1ép a rekurzié n— 1-r6l n-re? Egy rogzitett k-hoz vegyiik fel azt a rend-
szert, mely a feltételeket n — 1-re kielégiti (legyen ez K,,_; ), ehhez még tesziink
részhalmazokat, igy allitjuk el K, y-t. Tegyiik fel, hogy az n—1-re adott konstruk-
ci6 olyan, hogy all egy N; normalosztobol, illetve néhany mellékosztalyabol, és

hogy valamely F; zartakra K,,_; = U;F;, valamint

> diam(F)* < Lo
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Minden N; szerinti, N;-t6l kiilonb6zé mellékosztélyban egy-egy elemet kijeloliink:
hi,..., hy, majd koréjiik azonos méretd By, ..., B, zart gomboket vesziink ugy,

hogy fennélljon

R“)—l

Z diam(B;)*

Tovabba By, ..., B,, ugy is megvalaszthatok, hogy valamilyen j’ > j-re N; szerinti
mellékosztalyok legyenek. Ekkor K, = U;B; U K,,_;  jo. Egyrészt

L ]
diam(F;)* + lam(B;)* < —.
RIS SERCIES
Masrészt legyenek w1, ..., z, tetszéleges elemek. Az x4, ..., x,_1-hez adodik egy g,
melyre 219, ...,2,-19 € K,_1. Ekkor z,g valamely NN; szerinti mellékosztalyban

van, azaz alkalmas ¢’ € Nj-re x,9¢' = h; € B;. Tovabba a ¢'-vel valo jobb-szorzas
az N; szerinti mellékosztalyok mindegyikét onmagara képezi, igy gg’ megfelels
elem: z19¢',... 2,99 € K, Valamint K, Gjra olyan szerkezetd, amilyet a

rekurzidéban igértiink. O

4.14. Megjegyzés. A feltételeknek megfelels K, halmazt el tudjuk késziteni
egy tetszéleges N; szerinti H mellékosztalyon belil is tgy, hogy az olyan F; zart

Z diam(F;)*

fennall, és tetszSleges x1,...,x, € H elemekre legyen olyan g € Nj;, melyre

halmazokbol &ll, melyekre

??‘»—‘

wlr—\

16, ..., %ng € K,k A konstrukci6 ugyanigy torténik, mint a H = G eset-
ben, K, ekkor is egy normaloszt6 szerinti teljes mellékosztalyok unidja. Kozvet-
len visszavezetés: készitsiik el a teljes csoportban K, ;-t, és minden N; szerinti
mellékosztalyba esé részét toljuk jobb-eltolassal H-ba: Hihy = ... = Hpyh, =
H. A kapott K, halmazra a S diam(.)r < = nyilvan fennall, és ha adottak
x1,...,%, € H, akkor alkalmas g € G-re és H;-re 219, ...,2,9 € K, N H;. Ekkor
x1ghi, ..., xagh; € Kffk N H. Az, hogy ekkor gh; € N; fennéll, nyilvanvalo.

A szlalomok fedésére vonatkozo konzisztenciatételt fogjuk hasznélni.
Terviink a kovetkezs. Meghatarozunk egy f-szlalomot, mely éppen G-nek felel
meg, valamint egy g(1),¢(2),... részszlalom-méretet. Az el6bb konstrualt K,
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halmazok segitségével készitiink egy olyan 0 dimenziés C' kompakt halmazt G-ben,
amelyre igaz, hogy minden g-szlalomot C' egy alkalmas jobb-eltoltjaval fedhetiink.
Ekkor GG konzisztensen elgall, mint kontinuumnéal kevesebb megengedett részszla-

lom unidja, amit be tudunk fedni C' kontinuumnal kevesebb jobb-eltoltjéval.

Konstrukcié.

Vegyiik fel a I?Ll = K, halmazt a 4.13 lemma szerint, tegyiik fel, hogy ez
egyetlen N; szerinti mellékosztalybol all.

Ezek utan tegyiik fel, hogy az m. szinten vagyunk, és az el6z6 szinten kijel6lt
K, (m—1),(m—1)! halmaz néhany teljes, azonos méretd mellékosztalybol all. Legyen
ezek koziil az egyik H. Ekkor H alkalmas bal-eltoltjai k(m—l)!,(m—l)! mellékosz-
talyai, legyenek ezek H = Hy,..., Hgm—1). Igy alkalmas 1 = ha, ... hsmm—1)
elemekre H = hiH, = ... = hgm-1)Hs@m-1). Ezutan vegyiik fel H-ban a 4.13
lemma utani megjegyzés szerint 1étezd KrIr{!,m!S(mfl)_m majd ennek S(m —1) darab
hi! visszatoltjat, azaz a

h; Km'm'Sm 1y € H;

halmazt 1 <i < S(m — 1)-re. Legyen

S(m—1)
K ,ml = U h m m!S(m—l)‘

Ezt a rekurzios 1épést ismételjiik el minden m-re.

Ekkor [?m!,m! kompakt halmazok monoton fogyé sorozata, legyen
C = %, Kpym.
4.15. Lemma. A konstrudlt C' halmazra dimg(C') = 0.

Bizonyitdas. Mivel H-n belill K gl’m! S(m—1) €8Y zartakbol allo F; fedésére

Zdlam . m'S(m 1) < ;
m!S(m —1)’

igy ennek S(m — 1) példanyara (hy',.. hs(lm ) alkalmazasa utan):

1
Zdlam . m‘S(m 1) < —

m!
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Ezutan ha a kitevét noveljik (diam(G) < 1), akkor

1
Z diam(ﬂ)ﬁ < —

m!’

ami bizonyitja a 0 dimenziot. O

A G-nek megfelel6 szlalom meghatarozasa.

Most — akarcsak a box-dimenziéra vonatkozé tétel bizonyitasdban — tekint-
siik a a G-t meghataroz6 csoportsorozat egy részsorozatat ugy, hogy a ]?ml,m[—t
alkot6 mellékosztalyok az (1j) NN, normalosztohoz tartozzanak. Az ezt kielégitd
részsorozatot még sokféleképp kivalaszthatjuk, hiszen ha km!,m! teljes IV; szerinti
mellékosztalyok unidja, akkor teljes N; szerinti mellékosztalyok unidja is minden
j' > j-re: iigyeljink még arra is, hogy |G,,/G.—1] > m fennalljon (ahol G, alatt
a trivialis csoportot értjiik). Innentdl G-nek ebben abban az 4j elgallitasaban dol-
gozunk, amit az N,, normalosztok hataroznak meg, legyen f(m) = |G.,/Gp-1l.
Legyen tovabba g(m) = m, és legyen az f-szlalom: [[°_| G,,/Gp—1. Ez valoban
f-szlalom, és valoban a G csoportnak felel meg. Ugyanis képzeljiik el G-t mint egy
fat, mely az (m — 1).-r6l az m. szintre lépve minden elemébdl annyi részre dgazik,

amekkora a ¢,,_1 : G,, — G,,_1 homomorfizmus magja.

4.16. Lemma. Tegyiik fel, hogy adott a G-nek megfeleld szlalom eqy g-részszlalomja,

legyen ez Z. Ez C' = N5_1 Ky mi-ba tolhato alkalmas jobb-eltoldssal.

Bizonyitds. A bizonyitas soran a konstrukci6 jeloléseit hasznaljuk, melyekre rovi-
den emlékeztetiink: I?(m,l)!,(m,l)g alljon a H = Hy, ..., Hg(,—1) mellékosztalyok-
bol (a csoportok részsorozatara valo attérés utan ezek N, ; szerinti mellékoszta-
lyok), és legyenek 1 = hy, ..., hg(m-1) olyan elemek, melyekre H = hiH; = ... =
hsm—1)Hs(m-1)-

Elgszor azt mutatjuk meg teljes indukciéval, hogy minden m-re van olyan
y € G, amelyre (Zy), C (IN(m!,m!)\m. Ez m = l-re vilagos (Z); egyelemi,
kl!,ll nemires). Ha m — l-re igaz, akkor m-re a kovetkez6t tessziik. Tudjuk,
hogy minden i-re Z); legfeljebb i! elemd. Az indukciés feltevés szerint Z,_;

(k(m—l)!,(m—l)!>|m—l_be tolhato, legyen ez a jobb-eltolt (Zx),—1, azaz (Zx)jm—1 C
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(H1)pm-1 U ... U (Hs(m-1))jm-1- Mivel a Hy,..., Hgm—1) mellékosztalyok Ny,
szerintiek, ezért ha egy részhalmazt G,,_i-re megszoritva tartalmaznak, akkor G-
ben is, igy (Z2)jm € (H1)mU...U(Hg@m-1))jm- Minden b € Z-re vegyiik (bx)m, €
(Zx)|m helyett a H),, mellékosztalyba esd bal-eltoltjat: ha valamelyik (bz), elem
a (H;)m mellékosztalyba esik, akkor helyette (h;bx)p,,-et. Hany elemet kapunk igy
Hpn-ben? A (bx)),, alakt elemek szama legfeljebb m!, mivel Z g-szlalom. Ezen
(bx)}y, elemek mindegyikét eltoltuk valamelyik h;-vel, igy H),-ben Osszesen leg-
feljebb m! darab (h;bx), alaki elem keletkezett. Ezeket pedig (K£!7m!s(m_1))|m—
be tudjuk tolni egy h € G elemmel: a (h;bx), alakt elemek mindegyikét tet-
-ba tol-

)jm alakt halmazokban

sz6legesen kifolytatva egy-egy G-beli elemmé azok egyszerre K g!’m! S(

hatok annak definicioja szerint. Ekkor a (hy 'K2 g 1)

is megfelel6 helyre keriil (Zz)|,, minden (bz),, eleme: (bxh)y, = (h; " hibxh)y, itt
(hibah)y, € (KM

m!m!S(m—1)

m—1)

)im, azaz

(bxh)jm = (hi_lhibxh)\m < (hi_lK'rIr{!,m!S(m—l))|m S (Kt jm-

Tehat osszességében xh olyan elem, amelyre (bxh), € (Konmi)jm minden b € Z-re.

Tekintsiik minden m-re azt az y,, € G elemet, amelyre (Zyp,)m C (ng7m1)|m.
Ekkor G kompaktsaga miatt (y,,)-nek van konvergens részsorozata, legyen ennek
limesze 5. Allitjuk, hogy Zy C C. Tegyiik fel indirekte, hogy Z valamely b
elemére by ¢ C. Legyen d'(by,C) = D > 0, ahol d' a csoportok részsorozatara
valo attérés utan adodo metrika. Ha m > my, akkor d'(by,,, by) < D/2. Valamint
ha m > m;y, akkor [?m!,m! C Upe(C), ahol U.(C) = {z € G|d'(z,C) < ¢}.
Mivel (bym)m € (km[,m!)‘m, ezért by, € [?m!,mg (mivel [?m!,m! teljes NN, szerinti
mellékosztalyok unidja, ezért ha egy elemet G,,-re megszoritva tartalmaz, akkor

G-ben is tartalmaz), igy d'(bym,, C') < D/2. Ekkor m > mg, m; esetén
d'(by, C) < d'(bym, by) + d' (bym, C) < D,

ami ellentmondas. O

Ezen lemmak egytittesen implikaljak a tételt: a 4.15 lemma szerint C' nulldi-

menzids, a 4.16 lemma szerint pedig minden g-szlalom lefedhetd egy jobb-eltoltjaval.
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Ekkor mivel ZFC-vel konzisztensen kontinuumnal kevesebb g-szlalom fedi a G cso-

portot, konzisztensen C-nek kontinuumnal kevesebb eltoltja fedi G-t. O
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