Mat. BSc 5-6. gyakorlat, 2010/10/11-20 Szamelmélet 1IN
Kanonikus alak, d(n),o(n),¢(n), tikéletes szamok

Osszefoglalo: Végig pozitiv egészekre szoritkozunk, a felbonthatatlan és a prim ekvivalenciaja miatt a
prim(szam) elnevezést hasznaljuk. A p;-k kiilonb6z6 primeket jelolnek, a kitevék pozitiv egészek, de
idénként célszerd a 0 kitevét is megengedni, pl. ha két szam kanonikus alakjat pontosan ugyanazokkal
a primekkel akarjuk felirni.

Legyen n = pi'ps® ...ppr, k=p/"py*...pl.

Oszto: d | n < d:p‘flpgz...pﬁr, 0<6; <ag,i=1,2,...,7.

Luko: (n’ k) _ plflin(ahﬂl)pl;in(azﬁz) - 'pglin(arvﬂr).

Lkkt: [n, k] = pf’ax(alﬁl)pg‘ax(w’&) .. phexenBe) CERhsl kévetkezik az is, hogy az lkkt osztoja a ket
szam minden kozos tObbszorosének (azaz ,kitiintetett kéz6s tobbszoros”).
n pozitiv osztoinak a szama d(n) = (a1 + 1) ... (a,r + 1).

n pozitiv osztéinak az Osszege
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az 1,2,...,n szamok koziil az n-hez relativ primek szama

p(n) = (" —p7" 7)o (0 — o) =7 T (o = 1) (e — 1),

Figyelem: d(n) és o(n) képlete akkor is érvényben marad, ha az n kanonikus alakjaban 0 kitevéket is

megengediink, ¢(n) képlete azonban csak pozitiv kitevikre érvényes.

Mindharom fiiggvényre érvényes: (a,b) =1 = h(ab) = h(a)h(b).

37. Igazoljuk, hogy (a3,b%) = (a,b)3.

38. Hany olyan 1 < z <y egész szampér létezik, amelyekre [z, y] = 3000 és (z, y) = 607

39. Szamitsuk ki d(n),o(n) és p(n) értékét a 99 és 20190 helyeken.

40. (a) Hany pozitiv osztoja van a 266 - 277 - 288 szamnak?

(b) Hany relativ prim ezek koziil a 21-hez?
(c) Es hany oszthato 21-gyel?

41. Hany szdmnak van pontosan 2010 pozitiv osztdja, és melyik a legkisebb ilyen szam?

42. Mely n-ekre lesz (a) d(n); (b) ¢(n); (¢) o(n) paratlan szam?

43. Egy varar bortonének 400 sztik cellajaban egy-egy rab sinyl6dik. A cellak ajtajan levé zar agy
miikddik, hogy egy elforditas esetén nyilik, még egy elforditas esetén ismét bezéarul stb. Jelenleg
természetesen minden ajt6 zarva van. A varidr a sziiletésnapjan elhatarozza, hogy nagylelkii lesz, és
megparancsolja az egyik 6rnek, hogy forditson egyet valamennyi zaron. Kézben azonban meggon-
dolja magat, és utanakiild egy masik 6rt, akit azzal biz meg, hogy minden masodik zaron forditson
egyet. Fzt koveti a harmadik 6r, aki minden harmadik zaron valtoztat stb., végiil a négyszazadik
Or a négyszazadik cella zarjanak az allasat modositja. Azok a rabok szabadulnak ki, akiknek most
nyitva &all az ajtaja. Hany rabot bocsatott szabadon a varar?

44. Bizonyitsuk be, hogy ha (a,b) > 1, akkor

a) d(ab) < d(a)d(b);  b) o(ab) <o(a)a(b);  c) p(ab) > @(a)p(b).

45. Mutassuk meg, hogy barmely n pozitiv egészre p(n) + d(n) < n + 1. Mikor &ll egyenlGség?

46. Mely n-ekre lesz (a) ¢(n) kett6hatvany; (*b) o(n) kett6hatvany?

47. Mutassuk meg, hogy

a) din) <n/2+1; b) d(n) <n/3+2; ¢) d(n) < 2¢/n.

48. Igazoljuk, hogy ¢(n) | ¢(25n). Mik a hanyados lehetséges értékei?

49. Mennyi egy tokéletes szam (pozitiv) osztoinak a reciprokdsszege?

50. Lassuk be (k > 0 egész): (a) 2 — 1 prim = k prim; (b) 2¥ 4+ 1 prim = k kettShatvany.



