Zarthelyi dolgozat
2007. november 6.
A csoport

Pontozas. Az 1. feladatndl a vdlaszokat nem kell indokolni, minden helyes vdlaszra 2, minden
hibds vdlaszra —2, minden megvdlaszolatlan kérdésre O pont jdr. A tovdbbi (2.-7.) feladatokndl
a megolddsokat indokolni kell, a végeredmény puszta kizlése gyakorlatilag értéktelen. Minden
feladat teljes megolddsa 10 pontot ér. Erdemjegy. A megszerzett pontok szimdnak tizede, igy
nemcsak egész (és nemesak pozitiv) jegyeket lehet szerezni.

1. Déntsiik el, hogy (I)gazak vagy (H)amisak a kovetkezd allitasok.

(a) Van olyan vektortér, melyben 7 és 9 elem( bazis is van.
(b) Van olyan bazis, ami Osszefliggd.

(c) Ha egy vektorrendszer linearisan Gsszefiiggs, akkor tetszdleges vektora felirhato a tobbi
vektoranak linearis kombinécidjaként.

(d) Minden vektortér osszes alterének metszete a {0} altér.

(e) Ha az a,b,c térvektorokra az ab skalaris szorzat pozitiv, és a bc skalaris szorzat
pozitiv, akkor az ac skalaris szorzat is pozitiv.

2. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert. (Hasznéalhato: Gauss-eliminéacio, elemi
béazistranszformacio.)
rz+2y+3z2=11

5t + Ty + 11z = 45
13z 4+ 17y + 19z = 105.

3. Mely nemelfajulod négyszogekre igaz, hogy a stlypont éppen az atlok metszéspontja? (A
nemelfajulén most azt értjiik, hogy a négy csics koziil semelyik harom nem esik egy egye-
nesbe.)

4. Az R® vektortérben tekintsiik a kovetkezs halmazt:

T
T2
U= T3 :x%+m§:0,3x3:4x4
T4
Ts

Bizonyitsuk be, hogy U altér R°-ben, és adjunk meg benne bézist.

5. Az R — R fiiggvények vektorterében lineédrisan fliggetlen vagy Osszefiiggd a kiévetkezd
rendszer: x, 2%, sinx, cosz?

6. Az a, b vektorok linearisan fiiggetlenek. Bizonyitsuk be, hogy ha az a1, as, 01, B2 valos sza-
mokra a8 — as 31 # 0, akkor az aya+ B1b, aza + [Bob vektorok is linearisan fliggetlenek.

7. Legyen adott a V vektortér, és az X,Y, Z alterek augy, hogy X DO Z. Bizonyitsuk be, hogy

XNV, 2) = (XNY),2).



Zarthelyi dolgozat
2007. november 6.
B csoport

Pontozas. Az 1. feladatndl a vdlaszokat nem kell indokolni, minden helyes vdlaszra 2, minden
hibds vdlaszra —2, minden megvdlaszolatlan kérdésre O pont jdr. A tovdbbi (2.-7.) feladatokndl
a megolddsokat indokolni kell, a végeredmény puszta kizlése gyakorlatilag értéktelen. Minden
feladat teljes megolddsa 10 pontot ér. Erdemjegy. A megszerzett pontok szimdnak tizede, igy
nemcsak egész jegyeket lehet szerezmi.

1. Déntsiik el, hogy (I)gazak vagy (H)amisak a kovetkezd allitasok.

(a) Ha egy vektortérben van 4 elemii bézis, akkor nincs benne 5 elemt bazis.
(b) Minden bézis linearisan fliggetlen.

(c) Ha egy vektorrendszer linearisan 6sszefiiggs, akkor tetszdleges vektora felirhato a tobbi
vektoranak linearis kombinécidjaként.

(d) Minden vektortér dsszes alterének unioja a vektortér.

(e) Ha az a,b,c térvektorokra az ab skalaris szorzat pozitiv, és a bc skalaris szorzat
pozitiv, akkor az ac skalaris szorzat is pozitiv.

2. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert. (Hasznéalhato: Gauss-eliminéacio, elemi
bazistranszformacio.)
20 4+y+32=6

Tr+ b5y + 11z = 20
172 + 13y + 192 = 40.

3. Legyenek adottak az a, b térvektorok, melyekre a x b # 0. Bizonyitsuk be, hogy a,b,axb
bézis a térben.

4. Az R® vektortérben tekintsiik a kovetkezs halmazt:

il
T2
U= T3 :xQZO,x§+x§:0,4x4:5x5
T4
T5

Bizonyitsuk be, hogy U altér R5-ben, és adjunk meg benne bazist.

5. Vannak-e az R? vektortérben olyan kétdimenzios U, V alterek, melyekre U UV = R3?

6. Az a,b vektorok linearisan fiiggetlenek. Bizonyitsuk be, hogy ha az oy, as, 81, B2 valos sza-
mokra a2 — asB1 # 0, akkor az aja+ [B1b, asa + [Bob vektorok is linearisan fliggetlenek.

7. Legyen adott a V vektortér, és az X,Y, Z alterek ugy, hogy X O Z. Bizonyitsuk be, hogy

XN\, 2) = (XNY),Z).



Zarthelyi dolgozat
2007. november 6.
C csoport

Pontozas. Az 1. feladatndl a vdlaszokat nem kell indokolni, minden helyes vdlaszra 2, minden
hibds vdlaszra —2, minden megudlaszolatlan kérdésre O pont jir. A tovdbbi (2.-7.) feladatokndl
a megolddsokat indokolni kell, a végeredmény puszta kézlése gyakorlatilag értéktelen. Minden
feladat teljes megolddsa 10 pontot ér. Erdemjegy. A megszerzett pontok szimdnak tizede, igy
nemcsak egész jeqyeket lehet szerezni.

1. Déntsiik el, hogy (I)gazak vagy (H)amisak a kovetkezd allitasok.

(a) Van olyan vektortér, melyben 11 és 12 elemt béazis is van.
(b) Ha egy a térvektornak minden térvektorral vett skalaris szorzata 0, akkor a = 0.

(c) Ha egy vektorrendszer linearisan Osszefiiges, akkor tetszdleges vektora felirhato a tobbi
vektoranak linearis kombinécidjaként.

(d) Van olyan vektorrendszer, ami egy adott bazisban linearisan fiiggetlen, egy méasikban
pedig Gsszefiiggd.

(e) Ha az a, b, c térvektorokra az ab skalaris szorzat pozitiv, és a bc skalaris szorzat
pozitiv, akkor az ac skalaris szorzat is pozitiv.

2. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert. (Hasznalhato: Gauss-eliminéacio, elemi
béazistranszformacio.)
3x+2y+2=>5

11z 4+ Ty + 52 = 16
192 + 17y + 13z = 8.

3. Legyen adott a sikban az ABC haromszog. Az AB oldal A-hoz kézelebbi harmadolopontja
legyen C’, a BC oldal B-hez kozelebbi harmadolopontja legyen A’, és a C'A oldal C-hez
kozelebbi harmadolopontja legyen B’. Bizonyitsuk be, hogy az A’ B’C’ haromszog stulypo-
ntja ugyanaz, mint az ABC haromszogé.

4. Az R® vektortérben tekintsiik a kovetkezs halmazt:

x1
)

U= T3 :$120,z1+2x§—|—4x3:0
T4
Zs

Bizonyitsuk be, hogy U altér R®-ben, és adjunk meg benne bazist.

5. Legyenek adottak az ny,no, n pozitiv egész szamok, melyekre ni +no < n. Bizonyitsuk be,
hogy ha az R™ vektortérben adott egy nqy dimenziés U és egy no dimenziés V' altér, akkor
van olyan W altér is, mely n — (n1 + ng) dimenzios, s UNW =V NW = {0}.

6. Az a, b vektorok linearisan fiiggetlenek. Bizonyitsuk be, hogy ha az ay, as, 81, B2 valos sza-
mokra a1 — a1 # 0, akkor az aja + (51b, asa + (G2b vektorok is linearisan fiiggetlenek.

7. Legyen adott a V vektortér, és az X,Y, Z alterek agy, hogy X O Z. Bizonyitsuk be, hogy
XNn(Y,2)) =(XnY),Z).



Zarthelyi dolgozat
2007. november 6.
D csoport

Pontozas. Az 1. feladatndl a vdlaszokat nem kell indokolni, minden helyes vdlaszra 2, minden
hibds vdlaszra —2, minden megvdlaszolatlan kérdésre O pont jdr. A tovdbbi (2.-7.) feladatokndl
a megolddsokat indokolni kell, a végeredmény puszta kizlése gyakorlatilag értéktelen. Minden
feladat teljes megolddsa 10 pontot ér. Erdemjegy. A megszerzett pontok szimdnak tizede, igy
nemcsak egész jegyeket lehet szerezmi.

1. Déntsiik el, hogy (I)gazak vagy (H)amisak a kovetkezd allitasok.

(a) Ha egy vektortérben van 9 elemii bézis, akkor nincs benne 8 elemt bazis.
(b) Ha egy vektortérben néhany (legalabb 1) vektor dsszege 0, akkor Osszefiiggbek.

(c) Ha egy vektorrendszer linearisan 6sszefiiggs, akkor tetszdleges vektora felirhato a tobbi
vektoranak linearis kombinéci¢jaként.

(d) Ha egy vektorrendszer egy bézisban linearisan fiiggetlen, akkor minden bézisban li-
neéarisan fliggetlen.

(e) Ha az a, b, c térvektorokra az ab skalaris szorzat pozitiv, és a bc skalaris szorzat
pozitiv, akkor az ac skalaris szorzat is pozitiv.

2. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert. (Hasznéalhato: Gauss-eliminacio, elemi
bézistranszformacio. )
r+3y+2z2=3

Sr+ 1ly+ 72z =11
13z + 19y + 17z = 43.

3. Egy héromszoget a tér egy pontjabdl a kétszeresére nagyitottunk, és a kapott haromszog
stulypontja éppen az lett, ami az eredetié is volt. Mely pontbol nagyitottunk?

4. A RS vektortérben tekintsiik a kovetkezd halmazt:

Z1
T2
U= T3 :x‘i’+x§=0,x1x220,3x3:5x5
T4
Ts

Bizonyitsuk be, hogy U altér R°-ben, és adjunk meg benne bézist.
5. Vannak-e az R® vektortérben olyan kétdimenzios U, V alterek, melyekre U NV = {0}?

6. Az a, b vektorok linearisan fiiggetlenek. Bizonyitsuk be, hogy ha az a1, asg, 01, B2 valos szé-
mokra a8 — as 31 # 0, akkor az aya+ [B1b, asa + Bob vektorok is linearisan fliggetlenek.

7. Legyen adott a V vektortér, és az X,Y, Z alterek gy, hogy X O Z. Bizonyitsuk be, hogy

XY, 2)=(XNY),2Z).



