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Javitokules

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztaté jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdél. Ha ez utébbi kideriil, 4m a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel6 részpontszdm jar. Természetesen az ismertetettektél eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatébeli pontozés intelligens kozelitésével meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolési hibaért dltalaban

(hibédnként) 1 pontot vonunk le.

1. G, H és F sikbarajzolt egyszert grafok, barmely ketté egymas dualisa. G-nek 10 csicsa
van. Hany éle van?

Legyen G-nek n = 10 cstcsa, e éle, t tartoméanya. Mivel H dudlisa G és F' is, G és F izomorfak, hiszen egy sikbarajzolt

graf dualisa egyértelmi. 3 pont
Viszont G és F' is egymas dudlisai, k6zben izomorfak, tehat G 6nmagénak a dudlisa. 3 pont
Ezért 6sszefiiggd és n = t. 3 pont
Az Euler formula alapjdn 2 =n — e+t = 20 — e, vagyis e = 18. 1 pont

2. Egy hagyomanyos 8 x 8-as sakktdblan van néhany figura. Ezek felelnek meg a G graf
csucsainak. Két csics Ossze van kotve akkor és csak akkor, ha a megfeleld két figura azonos
szinen all és azonos sorban. Bizonyitsuk be, hogy G perfekt.

Beoszthatjuk a figurdkat, illetve csicsokat 16 osztdlyba aszerint, hogy fehér vagy fekete mezén dllnak és hanyadik
sorban. Az egy osztalyba tartozd csucsok teljes grafot alkotnak, a kiilonb6z6 osztdlyba tartozok nincsenek Gsszekotve.

5 pont
Tehat a grafunk teljes gréafok diszjunkt unidja. A teljes grafok perfektek, és két perfekt graf diszjunkt unidja is perfekt.
Ebbdl kévetkezik, hogy G perfekt. 5 pont

3. A G 101 csticsu graf egy 99 hosszu (100 csticsi) it és még egy csics, ami az it minden
pontjaval Ossze van kétve. Hatdrozzuk meg ch(G) értékét.

Legyenek az ut csticsai v1,va, ..., V100, 8z extra csics u. Mivel G tartalmaz haromszoget (pl uvivz) ezért ch(G) > 3.

3 pont

Most tegyiik fel, hogy minden csicshoz tartozik egy 3 elemi szinlista. Szinezziik ki el6szor u-t. Ezutdn tordljik w
szinét a vi,va,. .., v100 listdirdl (ha egydltalan rajta van). 4 pont
Most minden v; listdja legalabb 2 hosszi, ezekrél pedig konnyen ki tudjuk szinezni a v1,ve,...,v100 pontokat, ebben

a sorrendben. 3 pont

4. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges k,l > 0 egész szamokhoz létezik egy N = N(k,[) a
kovetkezo tulajdonsaggal.

Akarhogy szinezziik ki az 1,2,..., N szdmokat k szinnel, lesz egyszini a,b,c, amelyekre
a+b=césa,bc>1l.

1. megoldds. A Schur tétel szerint 1étezik N (k) azzal a tulajdonsdggal, hogy akdrhogy szinezziik ki az 1,2,..., N(k)
szdmokat k szinnel, lesz egyszinil a,b,c, amelyekre a + b = c. Beldtjuk, hogy N(k,l) < IN(k). Szinezzik ki az
1,2,...,IN(k) szdmokat k szinnel. Nevezziik ezt az eredeti szinezésnek. Tekintsiik csak az [-lel oszthaté szamokat.

4 pont

Ebbdl definidlunk egy mdsodik szinezést, az 1,2,..., N(k) szdmokon k szinnel. Legyen i szine ugyanaz, ami li szine

az eredeti szinezésben. A Schur tétel szerint lesz egyszinti a’,b’',c/, 1 < a’,b',c’ < N(k), amelyekre a’ +b =¢. 4 pont



Csakhogy ekkor az eredeti szinezésben, az a = la’, b = Ib/, ¢ = I’ szdmok is egyszinfick és a + b = ¢. Es nyilvan
a,b,c > 1. 2 pont

2. megoldds. A Schur tétel szerint létezik N (k) azzal a tulajdonsiggal, hogy akdrhogy szinezziik ki az 1,2,..., N(k)
szdmokat k szinnel, lesz egyszinil a,b,c, amelyekre a + b = c. Beldtjuk, hogy N(k,l) < N(lk). Szinezzik ki az

1,2,...,N(lk) szdmokat k szinnel. Vegytlink [ 1j szint és szinezziik 4t az 1,2, ...,1 szdmokat, kiillonboz6 sziniire. 4 pont
A Schur tétel szerint lesz egyszinti a,b,c, 1 < a,b,c < N(lk), amelyekre a + b = ¢. De ekkor a,b, ¢ > [, hiszen a kisebb
szamok szine csak egyszer fordul elo. 4 pont
Ezért az a, b, c szdmok az eredeti szinezésben is egysziniiek voltak, ezzel beldttuk az allitast. 2 pont
3. megoldés. Legyen N egy elegendden nagy szdm és szinezziik ki az 1,2, ..., N szdmokat k szinnel (eredeti szinezés).
Ebbél definidljuk a Ky teljes graf egy élszinezését k szinnel. A wv;v; él szine legyen |i — j| szine az eredeti szinezésben.
3 pont

Most vegyiink egy tetszOleges részsorozatot, va,,Vas, . .. Vag, ahol a;y1 > a; + ! minden i-re és

R=R(3,3,...,3).
——
k

4 pont

Ebben, a Ramsey szdm definicidja alapjan taldlhatunk egy egyszinii haromszoget, legyen ez vz, vy, v., 2 < y < z.
Viszont ekkor az eredeti szinezésben az a = y —x, b = z — y és ¢ = z — x szdmok egyszintiek, a + b = ¢ és a,b,c > [.
3 pont

5. Legyen G az abran lathaté 6 csicsu graf. Hatdrozzuk meg ex(G,100) értékét.

Tekintsiik a Ks0,50 teljes paros grafot, ebben meg hdromszog sincs, pldne G, 2500 éle van, tehdt ex(G, 100) > 2500.

3 pont

Most tekintsiink egy 100 csicsu, 2501 élii H grafot. Ebben a Mantel tétel szerint mar van hiromszog. 2 pont
Hagyjuk el a hiromszoég hiarom cstcsat. Kapunk egy 97 csicst H' grafot. Mivel legfeljebb 3 - 99 — 3 = 294 él
illeszkedhetett az elhagyott pontokra, H'-nek legaldbb 2207 éle van. 3 pont

De akkor van olyan csticsa, amelynek a foka legaldbb 2. Ennél a csticsnal tudunk venni egy 2 hosszi utat. Ez és az
elhagyott hdromszog egylitt éppen egy G-vel izomorf graf. Tehdt ex(G, 100) < 2501, vagyis ex(G, 100) = 2500. 2 pont

6. F C 2 n > 3. Tudjuk, hogy nincs hdrom kiilonboz6 halmaz, A, B,C € F amelyekre
A,BCC.
Es olyan harom kiilénb6z6 halmaz, A, B, C' € F sincs, amelyekre A C B, C. Bizonyitsuk be,

hogy
71<2(y)

Fi={A € F |nincs Be F,B D A},
F>={A € F|nincs B€ F,B C A}

1. megoldés. Legyen

3 pont

Ha lenne A € F amelyre A € F; és A ¢ Fo, akkor lennének B, C' halmazok, amelyekre B D A D C, ami ellentmond

a feltételeknek. Tehat F = F; U Fo. 2 pont
Ha lenne A, B € F; amelyekre B O A, akkor A nem tartozhatna Fi-hez. Hasonléan, ha lenne A, B € F, amelyekre

B C A, akkor A nem tartozhatna Fa-hoz. Tehat F1 és F2 Sperner rendszerek. 3 pont



A Sperner tétel szerint

[Fil, [ Fo| < <Ln/2J)'

|l < 2<Ln’/b2j>.

Tehat

2 pont

2. megoldas. A Sperner tétel (éran tanult) bizonyitdsat haszndljuk, minimdlis valtoztatdssal. Legyen fi az F-beli k

elemii halmazok szdma. Vegyiik az Osszes Lo C Ly C --- C Ly felszall6 ldncot (L; C [n], |L;| = i). Ilyenbdl sszesen n!
darab van. 3 pont
A feltételek szerint minden felszallé lancban maximum két halmaz tartozhat F-hez (itt a véltoztatés!). 4 pont
Viszont egy k elemil halmazt pontosan k!(n — k)!-szor taldlunk meg. 3 pont
Tehat .
20! > fikl(n — k)!
k=0
vagyis
k=0 (%) k=0 (Ln/2j)
ezért
n
|F| <2 :
[n/2]
3 pont



