Kombinatorika és grafelmélet 2.

8. gyakorlat, 2024. oktober 24
Turan

Tetszbleges H gréifra ex(n, H) jeloli az n cstcst, H-t részgrafként nem tartalmazé grafok maximdlis
élszamat, Ex(n, H) pedig az n cstcsu, H-t részgrafként nem tartalmazo, ex(n, H) élii grafok halmazét (izo-
morfia erejéig).

Legyen n,r > 1. Az n csicesu, r osztélyd T'(n, r) Turdn grafnak n csicsa van, r osztalyba osztva a lehetd
legegyenletesebben: ha n = ar + b, r > b > 0, akkor b osztdlyban [n/r] cstics van, r — b osztdlyban pedig
[n/r| darab. Barmely két, kiillonb6z6 osztdlyhoz tartozd cstcs ssze van kotve, az azonos osztdlyban levok
nem.
Tetszbleges G grafra legyen |E(G)| G éleinek a szdma.

Turan tétel (1941). ex(n, K,y41) = |E(T(n,7))|. Ha pedig G egy n csticsi graf ami nem tartalmaz K, 1-
et részgrafként és |E(G)| = |E(T(n,r))|, akkor G izomorf a T'(n,r) Turdn graffal, azaz Ex(n, K,11) = T(n, ).
Erdés, Stone, Simonovits tétel (1946...).
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Erdds, K6vari, S6s, Turdn tétel (1954). Legyen r > s > 2. Egy n cstcsu grafnak, amely nem
tartalmaz K, ;—t részgrafként legfeljebb can_l/ ¢ ¢éle van, valamilyen ¢, s konstansra.

1. Legfeljebb hany éle lehet egy n pontu grafnak, ha nincsen benne

e kor?
e paratlan kor? (péros lehet)
e paros kor? (paratlan lehet)
e 2 élbdl all6 ut?
e sem 3 élbdl all6 ut, sem kor?
o feszitofa?
2. Egy 90 f0s tarsasagbdl bizonyos péarok leveleznek egyméssal. Akarhogyan véalasztunk ki koziiliik tiz

embert, ezek kozott mindig van legalabb kettd, akik leveleznek egymassal. Bizonyitsuk be, hogy a
levelez6 parok szama legalabb 405.

3. Igazoljuk, hogy az n-cstcsi, m-osztélyt T, ,,, Turan-graf pontosan akkor nem tartalmaz Hamilton-kort,
ha m = 2 és n paratlan.

4. Legyenek vy, va, ..., v, sikbeli vektorok, |v;| > 1. Legaldbb hény parra lesz |v; + v;| > 17
5. Legkevesebb hény csticsa lehet egy hdromszogmentes, egyszer(i G grafnak, ha |E(G)| > 2|E(Kg)|?

6. Adott a stkon n, nem feltétleniil kiillonb6z6 pont. Legfeljebb mennyi lehet az ezek koziil kivalaszthato
egységnyi tavolsagra levo pontparok szama?

7. Mutassuk meg, hogy sik n kiilénb6z6 pontja és n kiilonb6z6 egyenese kozott legfeljebb ¢ - n? illesz-
kedés lehet, ahol ¢ alkalmas konstans. (Illeszkedés: egy (pont, egyenes) pér, ahol a pont illeszkedik az
egyenesre.)

8. Mutassuk meg, hogy sik n kiillonb6z6 pontja legfeljebb c - ns egységtavolsdgot hatdrozhat meg, ahol ¢
alkalmas konstans.

9. Legfeljebb hany éle lehet egy n cstcsu grafnak, ha élei kiszinezheték gy két szinnel, hogy ne keletkezzen
egyszini haromszog.



10.

11.

12.
13.

Egy n tagu tdrsasidgban eredetileg senki nem ismer senkit. Minimdlisan hdny bemutatdssal (egy bemu-
tatds mindig pontosan két ember egymdsnak val6 bemutatdsat jelenti) érhetjiik el, hogy teljesiiljenek
a kovetkezd feltételek: 1. Barmely hdrom ember kozott van kettd, akik ismerik egymadst (tehat be let-
tek mutatva); 2. Bédrki barkinek (olyannak is, akit nem ismer) kiildhet tizenetet gy, hogy az tizenetet
egymdst ismerd (tehdt egymésnak bemutatott) emberek adjdk tovdbb egymdsnak, s az végiil célba jut.

Egy 49 cstcsu grafnak 1030 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor a kromatikus szama legaldbb 8, és hogy
pontosan 8 is lehet.

Egy n tagu tarsasagbdl barmely k& ember kozott van 2 aki kezet fogott. Legalabb hany kézfogas tortént?

Legyen H egy 5 csucsu graf, amely egy él és egy hdromszog diszjunkt uniéja. Hatérozzuk meg ex(n, H)
értékét. (Legyen n > 100.)

Hazi feladat

1.

a. Egy G grafnak n csicsa van, és minden csics fokszama legalabb 100. Bizonyitsuk be, hogy G
tartalmaz 100 hosszu (100 csticsii) utat!

b. Egy G grafnak n csicsa és e éle van, e > 100n. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 100 hosszu (100
cstcsi) utat!

. Mutassunk minden n-re olyan n csicsi és e > 40n — 100000 élii grafot, amelyben nincs 100 hosszi (100

cstcsd) ut!

Legyen H egy 4 csticsu graf, amely két fliiggetlen élbdl 4ll. Hatdrozzuk meg ex(n, H) értékét minden
n-re.



