Kombinatorika és grafelmélet 2.
1. gyakorlat, 2024. szeptember 3.
Perfekt grafok

Tudnivalék
w(G): klikkszam, legnagyobb teljes részgraf mérete.
X(@G): kromatikus szdm, G (j6) szinezéséhez sziikséges szinek széma.

G graf perfekt, ha minden feszitett G’ részgrafjara (magét G-t is bleértve) x(G') = w(G’).

Intervallumgraf: csicsok megfelelnek intervallumoknak egy egyenesen, két cstics Gssze van kotve akkor és csak
akkor, ha a megfelel6 intervallumok metszik egymast.

Paros grafok, intervallumgrafok, ezek komplementerei, paros grafok élgrafjai perfektek.
Gyenge Perfekt Graf Tétel (Lovasz 72): G perfekt akkor és csak akkor, ha G perfekt.

Erés Perfekt Graf Tétel (Chudnovsky, Roberts, Seymour, Thomas, 2002): G perfekt akkor és csak akkor, ha
nem tartalmaz feszitett részgrafként egy legaldbb 5 hosszu paratlan kort illetve komplementerét.

10.
11.

(Shift graf) Legyen m > 1. Az S, shift graf csicsai legyenek az (i, j) szdmpérok, ahol 1 < i < j < m.
(Elképzelhetjik (i,j)-t egy intervallumnak is.) Két cstcs, mondjuk (i,5) és (¢/,5') akkor és csak akkor
vannak Osszekotve, ha ¢ = j' vagy j = /. Vagyis ha az egyik intervallum ott végzddik, ahol a mésik
kezdddik.

a. Bizonyitsuk be, hogy S,, nem tartalmaz héromszoget. b. Bizonyitsuk be, hogy x(S,,) > log, m.

. Bizonyitsuk be, hogy a paros grafok komplementerei perfektek.

Bizonyitsuk be, hogy az intervallumgrafok komplementerei perfektek.

a. Mutassunk olyan perfekt grafot, ami nem intervallumgraf, de intervallumgraf komplementere. b. Mu-
tassunk olyan perfekt grafot, ami nem intervallumgraf komplementere, de intervallumgraf. c. Mutassunk
olyan perfekt grafot, ami nem intervallumgraf komplementere, és nem is intervallumgraf. d. Mutassunk
olyan perfekt grafot, ami intervallumgraf komplementere, és egyben intervallumgraf is.

A G grafot dvgrdfnak hivjuk, ha a cstcsai megfelelnek intervallumoknak (iveknek) egy kordn, két cstcs
Ossze van kotve, ha a megfelel6 ivek metszik egymast.

a. Mutassunk olyan ivgrafot, amely nem perfekt.

b. Bizonyitsuk be, hogy ha G egy ivgréf, akkor x(G) < 2w(G).

Legyenek a G,, graf csucsai az 1,2,3,...,n szamok, és legyen ij él, ha i és j relativ primek. Hatarozzuk
meg a x(G) és w(G) paramétereket. Perfekt-e a G, graf? (Tegyiik fel, hogy n elég nagy.)

a. Legyen a H graf a G és F perfekt grafok diszjunkt uniéja. Mutassuk meg, hogy H is perfekt graf.
b. Képezzuk a H' grafot H-bol gy, hogy minden F-beli csicsot minden G-beli csicesal Osszekotiink.
Mutassuk meg, hogy H' is perfekt graf.

A G graf csucsai legyenek a 8 x 8-as sakktdbla mezdi, és két mezé akkor legyen szomszédos G-ben, ha
l6ugrasnyira vannak egymadstél. (A huszar mindig egy 3 X 2-es téglalap egyik csticsabdl az dtellenes csicsaba
1ép.) Mutassuk meg, hogy G perfekt. Mi a helyzet mds figurdkkal?

Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges G graf pontosan akkor perfekt, ha G minden G’ feszitett részgrafjanak
van olyan fiiggetlen ponthalmaza, ami G’ minden maximalis méretii klikkjét metszi.

Irjuk le azokat a G grafokat, amelyeknek minden H részgrafjra w(H) = x(H).

A G graf splitgrdf, ha csucshalmaza el6all egy klikk és egy fiiggetlen ponthalmaz unidjaként. Mutassuk
meg, hogy minden splitgraf perfekt.



12. Perfektek-e az alabbi abran lathaté grafok?
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13. Legyen adott egy T fa és ennek Fy,..., F, részfdi. Megadunk egy G grifot az {F1,..., F,} halmazon: F;
és F; (i # j) akkor legyen szomszédos, ha van k6zds cstcsuk. Bizonyitsd be, hogy G perfekt!

14. (*)(Médositott shift graf) Legyen m > 1. Az T,, mdédositott shift graf csicsai legyenek az (i, j, k) szdm-
harmasok, ahol 1 < i < j < k < m. Két csics, mondjuk (4,7, k) és (¢/,5', k") akkor és csak akkor vannak
osszekotve, ha i = j/ és j = K/, illetve ha ¢/ = j és j/ = k. Vagyis ha az egyik hdrmas elsd két eleme
ugyanaz, mint a masik harmas masodik két eleme.

a. Bizonyitsuk be, hogy T,,, nem tartalmaz haromszoget. b. Bizonyitsuk be, hogy x(T},) — oo ham — oc.

Hazi feladat

Egy G graf élgrafjat L(G)-vel jeloljiik.

1. Milyen n-re perfekt az L(K,) graf?

2. Perfekt az L(K,.,) graf? Bs az L(L(K, ,)) graf? (tegyiik fel, hogy n > 2024.)

3. a. Adjunk meg olyan 2025 csicsui grafot, amely nem perfekt, de minden valddi (vagyis kevesebb, mint 2025

cstcst) feszitett részgrafja perfekt.
b. Bizonyitsuk be, hogy nincs ilyen tulajdonsagu 2024 csucsu graf.



