Kombinatorika és grafelmélet 1.
3. gyakorlat, 2025. februar 28.
Minimalis sulyiu feszitofa, Kruskal tétel, moho algoritmus, Euler korok, utak

Tudnivaldk:

Adott egy G teljes graf, minden e élen egy s(s) > 0 sillyal. Mohé algoritmus: rakjuk sorba az éleket sily
szerint novekvé sorrendbe. Menjiink sorba az éleken, ebben a sorrendben, egy adott élt akkor vesziink be az
épiil6 faba, ha az eddig bevett élekkel nem alkot kort.

Kruskal tétel: a moho algoritmus eredménye egy minimalis 6sszsulyu feszitofa.

Euler kor (Euler korséta): olyan korséta, amely minden élt pontosan egyszer tartalmaz. Euler it (Euler séta):
olyan séta, amely minden élt pontosan egyszer tartalmaz.

G-ben van Euler kor < G izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefiiggd és minden fokszam péros.
G-ben van Euler it < G izoldlt pontoktdl eltekintve Gsszefliggé és minden fokszam paros, kivéve legfeljebb
kettot.

1.

Adott r darab, egyenként k csiicsi pontdiszjunkt fa. Hanyféleképpen egészithetd ki ez az r fa egyetlen k- r
cstcst fava? (A kiegészités gy értendd, hogy az r fa mindegyike részgrifja lesz a keletkez6 k - r csticsu
fanak. A feszit6fak megkiillonboztetésekor a graf csicsait cimkézettnek tekintjik.)

2. Adjunk meg tetszéleges k-ra k darab nem izomorf fit, amelyeknek ugyanaz a fokszdm sorozata.

10.

11.

12.

13.

14.

Milyen k pozitiv egészekre adhaté meg olyan 2000 éli és 2000 csticst Osszefiiggd graf, amire igaz a kovetkezo:
G-ben a 2000 él koziil adhatd egynek 2 egységnyi, 1999-nek 1 egységnyi sily ugy, hogy a G-bol kivalaszthatd
kiilonb6z6 minimalis stlyt fesz{téfdk szdma éppen k. (A feszit6fdk megkiilonboztetésekor a graf cstcsait
cimkézettnek tekintjiik.)

Legyenek az G teljes graf csdcsai a v, v2,...,v, pontok, és legyen a v;v; él siilya max(i, j). Hatdrozzuk
meg a G graf minimélis sulyu feszit6fdinak szamat.

Bizonyitsuk be, hogy az élsilyozott G graf e = uv élére pontosan akkor igaz, hogy e a G minden minimélis
sulyu feszit6fdjanak éle, ha V(G) felbonthaté két diszjunkt ponthalmaz unidjara gy, hogy u és v kiilénb6z6
halmazokban legyenek, tovabba a két ponthalmaz k6zott e az egyediili legkisebb stly él.

Tegylik fel, hogy egy stlyozott éli grafban pontosan két minimalis sulyu feszitéfa van. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor ezek csak egy élben térnek el egymdstol.

Ha egy stlyozott éli grafban vannak egyforma silyu élek, akkor elképzelhetd, hogy a mohé algoritmus
tobbféleképpen is lefuthat. Bizonyitsuk be, hogy minden minimalis 6sszsulyu feszitofa megkaphaté a moho
algoritmus megfelel$ futtatdasaval.

Tegylik fel, hogy egy téglalapot véges sok téglalappal kiparkettaztunk. Minden kis téglalapnak legaldbb az
egyik oldala egész hosszisiagu. Igazoljuk, hogy a nagy téglalapnak is van egész hossziisdgu oldala. (*)

Igazoljuk, hogy ha a G graf minden fokszdma péros, akkor E(G) eléall éldiszjunkt korok unidjaként.

Igazoljuk, hogy ha G &sszefiiggé és minden fokszadma péros, akkor G-b6l elhagyhaték G egy korének élei
ugy, hogy a kapott graf izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefiiggé maradjon.

Bizonyitsuk be, hogy egy irdnyitott grafnak (amelynek nincs izoldlt pontja) akkor és csak akkor van
irdnyitott Euler kore, ha minden pont be—foka egyenld a ki—fokdval, és graf, mint irdnyitatlan graf, 6sszefiiggd.
Legyenek a G,, graf pontjai az n hosszi (0,1) sorozatok. Két pont akkor legyen szomszédos, ha pontosan
egy helyen térnek el egymdstol (pl. az n = 4 esetben (0,0,0,1) és (0,1,0,1) szomszédosak). Van-e a G,
grafnak Euler kore?

Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak van Euler kore, akkor G csicsainak barmely részhalmazabdl paros
sok €l indul a komplementerébe.

Egy egyszerii G graf csicsait az 1,2, ..., 100 szamok jelolik. Az i és j csucsok k6zott pontosan akkor vezet
él G-ben, ha |i — j| < 2. Tartalmaz-e G Euler kort, illetve Euler utat?



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Mutassuk meg, hogy ha a G gréfnak van Euler kore, akkor G élgrafjanak, L(G)-nek is van Euler kore!

(A G grathoz tartozo élgrdf csicsai G éleinek felelnek meg, és két L(G)-beli cstics pontosan akkor szomszédos,
ha a nekik megfelel§ G-beli éleknek van kozos végpontjuk.)

Visszafele is igaz az allitas?

Van-e olyan egyszeri graf, melynek van Euler kore, és
a. paros szamu pontja és paratlan szamu éle van?

b. paros szamu pontja és paros szamu éle van?

c. paratlan szamu pontja és paratlan szamu éle van?
d. paratlan szdmu pontja és paros szamu éle van?

Mutassuk meg, hogy barmely Osszefiiggo graf élei bejarhatok igy, hogy mindegyiken kétszer megytink végig,
éspedig mindkét irdnyban egyszer-egyszer.

A G grafnak e és f két olyan éle, melyeknek van kozos végpontjuk, tovabba G-ben létezik Euler-kor.
Kovetkezik-e ebbol, hogy G-ben olyan Euler-kor is van, melyben e és f egymast kovetik?

Melyek azok a grafok amikben pontosan egy Euler-kér van? (Tehdt egy él szomszédai az Euler-korén mindig
ugyanazok.)

Az aldbbi éllitasok koziil melyik igaz?

(a) Ha G egy korének éleit torolve a maradék G’ grafnak van Euler-kore, akkor G-nek is van.

(b) Ha G 0sszefiiggd és egy korének éleit torolve a maradék G’ gréfnak van Euler-kore, akkor G-nek is van.
(¢) Ha G-ben van Euler-kor és G valamely korének éleit toroljiik, akkor a maradék G’ gréfban is van.

(d) Ha G osszefiiggd és egy korének éleit torolve a maradék G’ grafban van Euler-tit, akkor G-ben is van.

Adott n varos, barmely kettd kozott van repiil6jarat, de csak az egyik irdnyban. Mutassuk meg, hogy van
olyan varos, melybol barmely masik elérhet6 legfeljebb egy atszéallassal.

Hogyan sulyozzuk egy n csicsu teljes graf éleit tigy, hogy a sulyok Osszege 1, és a minimalis feszitéfa sulya
a lehet6 legnagyobb?

Mennyi az igy kapott minimalis feszitéfa silya?

Hazi feladat

1.

2.

Egy n csicsu teljes graf minden élének maés a silya. Bizonyitsuk be, hogy csak egy minimalis Gsszsulyu
feszit6faja van.

G egy 2000 csucsu graf, amelynek van Euler korsétaja. Bizonyitsuk be, hogy a komplementerének nincs.



