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1. Elozo orarol maradt

1.1. Tétel (Rez. kalkulus teljességi tétele). Ekvivalensek:
1. T kuelégithetetlen.

2. T'Fr 0.

Bizonyitds: (2) = (1) €l6z6 6rén volt.

(1) = (2): Ha T kielégithetetlen akkor szemantikus fdja zart. Legyen a zért
szemantikus faban az élek szama n.

Indukcié n-re:

Han =0 akkor O e T igy I' - .

Tegyiik fel, hogy ha valamely kielégithetetlen IV zart szemantikus fajaban az
élek szama < n, akkor IV Fp [J.

1.1. Allitas. T szemantikus fajaban van olyan csics melynek mindkét rakovetkezdje
cafolo.

Bizonyitéds: Indirekt: Tegyiik fel, hogy nincs ilyen csiucs. Legyen ag gyokér, ha

a; levél vagy

a; valamelyik rakovetkezdje nem cdfolo csucs, ez leqgyen a;iq.
Ekkor az ay...a, dgon mincs cdfolo csucs, ami ellentmond annak, hogy T’
szemantikus faja zdrt. X

a; adott akkor

Tehat van olyan cstics melynek mindkét rakovetkezdje cafold, a rakovetkezok
rezolvalhatok. Legyen c a rezolvensiik.

Legyen IV = T' U {c}. I"” zart szemantikus fdjaban n-nél kevesebb él van. Az
indukcié miatt IV g O, tehat I' Fp O X



2. Elsorendiu rezolucios kalkulus

Emlékezteto: ¢ prenex-normalforma, ha ¢ = Qz1Q2xs...Q,x,Y ahol Q;
kvantor, 1) kvantor mentes.

2.1. Definicié. ¢ Skolem normdlformdji, ha ¢ prenex alaki és Q)1 = Qo =

= Qp =V

2.1. Mese. A= (A", fA, fA ) részstruktirdja
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B = (B! RE, f,cf} ce1 -nak, ha

J
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A C B és A-n az A-beli és B-beli relaciok, fliggvények, konstansok ugyan
ugy hatnak.

2.1. Allitas. Legyen A részstruktirdja B-nek. Legyen @ Skolem alaki. Ha
B E ¢, akkor A E ¢ (ha p-re A-ban lenne ellenpélda, akkor ez B-ben is
ellenpélda lenne p-re).

Legyen ¢ = Jx(x - x = —1), B = komplex szamok teste, A = wvalds szamok
teste. A részstruktirdja B-nek, BFE ¢, de A¥ .

Ezért ¢ egyetlen Skolem-formaval sem ekvivalens.

2.1. Tétel. Tetszdleges ¢ formuldhoz van olyan Skolem formdaji ¢, hogy
o ' esetleg bévebb nyelven van, mint ¢.
o O E .

e Ha A E ¢, akkor van olyan A’ hogyA' E ¢ és ¢ nyelvén A és A
megeqyezik.

Bizonyitds: Volt, hogy ¢ ekvivalens egy prenex formaju formulaval (igy
feltehetd ¢ : prenex).

0 = Q111Q275...Q,x,1, ahol ¥ kvantormentes.

Keressiik az els6 ,,37-t, (ha nincs, akkor ¢ Skolem alak.)

p =V Voo, Vrp3reg 10

Legyen f 1j k valtozos fiiggvény szimboélum és tekintsiik a ¢* = Vo, Va,...Vag o*

formulat, ahol p*-ot tigy kapjuk, hogy o-ban xj; szabad el6forduldsait f(z1, xo, ...

ra cseréljik.
0" : o 1-1épéses skolemizaltja.



Vildgos, hogy 0* F 0 (zgi1-t f(x1, X9, ..., 1) szerint valasszuk). Forditva, ha
A E ¢ akkor van k-valtozds f fiiggvény A-n, hogy (A, f) E ¢*. ¢*-ben a
1

, ~
,,3"-ak szdma kevesebb, mint ¢-ben. Igy o™ * Skolem alaki, ha ¢-ben [
darab ,,.3” volt. X

2.1. Lemma. Az algoritmus Skolem formdra hozdisra:

1. Hozzuk prenex formdra.

2. Az 1-lépéses skolemizdldst ismételgessik, mig van ,,3”.

2.1. Példa. Hozzuk Skolem alakra:

1. 3$1V$23$3V[L‘4V[L‘5P([L‘1, T9,T3,Ty, IL‘5)
= prenex. Flsé ,,3” x1-nél. Legyen c 1uj 0-vdltozos fligguény szimbolum
(azaz konstans szimbdlum).
VaodrsVayVos P(c, xe, x3, x4, x5) Elsé ,,3” x3-ndl. Legyen f ij 1-vdltozds
figguény szimbolum.
VoV, Ves Pc, o, f(22), x4, x5) = Skolem.

2. ¢ = Va1 (3xaP(x2) = s R(x1, 22, 23)) (nem prenez)
= Va1 (—(Fro P(22))VIxs R(xy, 9, x3)) = YV, (Ve P(xe)VIzs R(21, T2, x3))
(xo-t dtnevezve x4-€, majd a kvantort kiemelve)
= v.l’lv.’,lj'4<_|P(.T4)\/E|.§U3R(.T1, o, 1’3)) = V$1VI4E|.T3<_|P(.T4)\/R(.T1, Ta, .Tg))

(prenex)
= Va Vay(—~P(x4) V R(xy, 29, f(x1,24))) (Skolem)

2.2. Definicié (Herbrand-univerzum). Legyen I' elsérendi formulahalmaz.
Ha T'-ban nincs konstans szimbolum akkor hozzdveszink egyet. (ha van konstans
szimbolum, akkor nem vesziink hozzd). Legyen L' az igy kapott nyelv. Ekkor
I' Herbrand-univerzuma L' vdltozd mentes term-jei.

2.2. Példa. 1. L' = ¢ konstans szimbdlum, f : 2 vdltozés fiigguény szimbdélum

Herbrand-univerzum: c, f(c, c), f(c, f(c,e)), f(f(e,¢),c), fF(f(e,c), fe,c)), ...

2. ¢1,cq konstans szimbolum, f,g : 1 vdltozos fugguény szimbolum
Herbrand-univerzum: c1, co, f(c1), f(c2), g(c1), g(c2), f(g(c1)), g(f(c2)), ...

2.2. Tétel. Legyen I' Skolem-formuldak egy halmaza. Ekvivalensek:

1. T'-nak van modellje.



2. T'-nak van olyan modellje melynek alaphalmaza I’ Herbrand-univerzuma.
Bizonyitdas: Késébb. X

2.3. Definicié. Ha ¢ = Va1Vao ... Va0 Skolem formaji formula akkor -
hez tartozo elsorendd klozok

e kvantorokat elhagyjuk (hiszen mindegyik ,¥”)
e -t KNF-é (Konjunktiv normdlformdvd) alakitjuk
e czutdn, mint 0 rendben.

2.4. Definicid. Legyen I elsérendi klozok halmaza, A tetszéleges halmaz.
['(A) = A elemeit T vdltozéiba az dsszes lehetséges modon beleirjuk. T'(A) :
[-nak A feletti alappéldinyaz.

2.3. Tétel (Alaprezolicié teljessége). Legyen I' elsérendi kloz halmaz.
Ekvivalensek:

1. T-nak nincs modellje (azaz T kielégithetetlen).
2. T'(H) Fgr O, ahol H : T' Herbrand-univerzuma.

Bizonyitds: (1) — [-nak nincs olyan modellje aminek I' Herbrand-

2.2 tétel miatt
univerzuma az alaphalmaza <= I'(H) Fr 0. Az utolsé ekvivalencia az

alabbi tételbdl adddik. X

2.4. Tétel. FEkvivalensek:
1. T'-nak A-n nincs modellje.
2. T'(A) Fr O,
Bizonyitds: Késobb. X
2.3. Példa. Elsérendi rezoliciora
1. Minden kutydnak van gazddja. (k(x): x kutya, G(z,y): x gazddja y-nak)
2. Bodri egy kutya.
3. Tehdt Bodrinak is van gazddja.

Legyen:



1 = Va(k(z) = JyG(y, )

o = k(Bodri)
o @3 = dxG(z, Bodri)

b Z = {9017902}

Kérdés: Y F 3 igaz-e, azaz T' = U{—p3} kielégithetetlen-e?
Hozzuk Skolem alakra:

o v = Va(—k(x) V IyG(y,x)) = VaIy(—k(x) V G(y,z)) (prenex) =
Va(—k(z) vV G(f(x),x)) (Skolem)

o s = k(Bodri) (Skolem)
o 3 = ~32G (x, Bodri) = V(=G (z, Bodri)) (Skolem)
Kl6zok:
1. —k(z) V G(f(z),)
2. k(Bodri)
3. ~G(x, Bodri)
Herbrand-univerzum: Bodri, f(Bodri), f(f(Bodri)), f(f(f(Bodri))), ...

~

—k(Bodri) vV G(f(Bodri), Bodri) (felt. 1)
. k(Bodri) (felt 2.)
. G(f(Bodri), Bodri) (Rezolicio(1,2))

= e

—G(f(Bodri), Bodri) (felt. 3)

&

. O (Rezolicid(5,4))
Tehat > E 3.



