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1. Logikai kovetkezmény

1.1. Itéletkalkulusban

Definicié. Legyen k : {valtoz6k} — {i, h}. Legyen X formulahalmaz, ¢ formula.

e kEY ,hamindenpe Xk p.

——
k-ban igaz

. YEp , ha minden k-ra, k = ¥ esetén k |= ¢.

Y-nak koévetkezménye ¢

Példa.

Szovegesen:

1. Ha Zita nem éri el az 50%-ot, akkor megbukik.
2. Vagy puskézik, vagy nem éri el az 50%-ot.

3. Tehat ha puskazik, akkor atmegy.
Valtozok:

1. E: eléri az 50%-ot.
2. B: megbukik

3. P: puskazik
Formuldkkal:

1. -E =B
2. PV —FE
3. P=-B
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Kérdés. {1,2} |=

N—— \?;/
D) o]

nlE B P -F=B PV-E P=-B
11 1 1 1 1 h
211 i h i h i
311 h i i i i
411 h h 1 h 1
5/h 1 i 1 1 h
6/ h i h 1 1 1
7/h h i h i i
8'h h h h i i

> a tablazat 1, 3, 5 és 6. soraban igaz.
A tablazat els6 sora mutatja, hogy X [~ ¢, mert Zita bar puskazik, de mégis megbukik.

Ha n db feltétel valtozé van, akkor 2™ db esetet kell ellendrizni.

1.2. Els6rendii logikaban

Definicié. Legyen Y formulahalmaz, ¢ formula, A struktura.

e« AEY ,haminden p € ¥-ra A | p.
——
Y igaz A-ban

. Yo , ha minden A struktiraban A | ¥ esetén A | ¢.
——

Y-nak koévetkezménye ¢

Példa.
« Y= {VadyR(z,y)},
© ¢ =YVIR(z,y).
Kérdés. T = ¢?

Legyen A = {1,2,3,4} alaphalmaz, R (x,y): az &bra szerint él megy z-bél y-ba, G =
(A, R,=) struktura.

e G E 3, mert minden csticsnak van szomszédja.

e G [~ ¢, mert nincs olyan cstcs, amely minden csiccesal Ossze lenne kotve.

Tehat: X}~ ¢.



2. Bizonyitaselmélet

2.1. Halalcsillag

Legyen az L nyelvben 1 db 2 valtozos relacié szimbélum, és legyen n egy véges szam.
Hany n elemli modellje van L-nek? Annyi, ahdny részhalmaza van egy n elemii halmaz

direkt-négyzetének. — 27* db van.

Példaul n = 20-ra: 27 = 2100 — (24)!% — 16100 > 1100,

Ezeket géppel probaljuk megvizsgalni. Legyen egy 1épés 1 db struktira megvizsgalasa,
amely legalabb annyi id6, amig fénysebességgel atmegyiink egy elektron atméréjén. Az
elektron atméréje > 10~m. A fénysebességet (< 3-108%) nagyvonaltian felilrél becsiiljiik
1092-el. Tehat masodpercenként legfeljebb 10 eset vizsgalhaté meg.

Egy gép tomege legalabb annyi, mint egy elektron toémege (9.1 - 1073'kg > 1073'kg).
Vegyiink annyi ilyen gépet, amennyi a Fold tomege (5.974 - 10*'kg < 10%°kg). Egy ilyen
haldlcsillaggal masodpercenként maximum 10%* - 106 = 10% eset vizsgdlhaté meg. Egy
nap kevesebb, mint 86 400 < 10° méasodperc, és egy évben 365 < 10° nap van. Tehat
a haldlcsillaggal évente 108 eset vizsgdlhaté at. Az Univerzum kora 1.3 - 10° < 100 év.
Tehat a 20 elemi strukturak atnézése haldlcsillaggal legalabb 100-szorosa az univerzum
kordnak.

Mi van a 21 elemt struktirdkkal? A végtelen alaphalmazt strukturak elvileg sem nézhetok
igy at. Tehat ¥ |= ¢ eldontéséhez mast kell csindlni.

2.2. Bizonyitaselmélet (itéletkalkulusban)
Definicié. Axiéma sémak:

l. a= 5= q,

2. (a=B=7)=>(a=0)= (a=17),

3. (ra=p) = (~a=p) = a.

a, 3, v forumla valtozok.

Axiémak: «, B, v helyére tetszéleges formulakat irhatunk.

s a= b, a
Definici6é. Modus Ponens: 7ﬂﬁ
Definicié. Legyen ¥ formulahalmaz, ¢ formula.
YEo ha van olyan véges aq,...,q, formulasorozat, hogy «,, = ¢ és mindent
——
3-bél ¢ levezethets
1 < n-re:

e «; axiéma, vagy
e ; €Y, vagy

» «; Modus Ponens-el megkaphaté kordbbi a;-kbdl.
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Megjegyzések.

s sz

2. Adott aq, ..., a,-r6l algoritmikusan eldéntheto, hogy ¢-t vezeti-e le 3-bdl.

Példa. Tetszbleges ¢ formuldra ) - ¢ = ¢.

1-<¢ = (0= ¢) = ¢):s<¢ :’<¢:/¢))=$(¢:s¢)
o~ Ty Y S Y
2. axiéma

2. ¢ =(0=>9)=> ¢
~— ——— ~—~
(e} B (e}
1. axiéma

3. (0= (9= 9) = (¢a = &)
MP 1 és 2-n

4. ¢ :>(gb = gb)
> ¥y 7
1. axidma

5. ¢ = ¢
MP(3,4)

Cél:  Teljességi tétel: Legyen ¥ formulahalmaz, ¢ formula. ¥ = ¢ pontosan akkor, ha
Y.

(Azaz egy kovetkeztetés pontosan akkor helyes, ha formalisan be lehet bizonyitani.)
Definicié. Legyen ¥ formulahalmaz, Ded(X) = {¢ : ¥ F ¢}.
Allitas.
1. ¥ C Ded(%),
2. Ha I' C ¥ akkor Ded(I") C Ded(X) (monotonités),
3. Ded(Ded(X)) = Ded(X) (ideompotencia).
Bizonyitas.
1. Trividlis. Ha ¢ € X, akkor ¢ egy 1-lépéses levezetése ¢-nek Y-bol. Igy ¢ € Ded(X).

2. Legyen ¢ € Ded(T'), tehdt van ay, ..., a, (a, = ¢) Ggy, hogy (Vi < n):

(a) oy axiéma, vagy
(b) o €T, vagy
(c) a; MP-vel jon korabbi a;-kbél.



aq, ..., mutatja, hogy ¥ F ¢ azaz ¢ € Ded(X).

3. (1) miatt X C Ded(X), (2) miatt Ded(X) C Ded(Ded(X)). Elég: Ded(Ded(X)) C
Ded(X)

Legyen ¢ € Ded(Ded(X)). Ekkor van ay, ..., (o, = ¢), hogy Vi < n-re:

(a) «; axiéma, vagy
(b) «; € Ded(X), vagy
(¢) a; MP-vel jon korabbi a;-kbol.

Kell: ¢ € Ded(%).

Ha «; € Ded(X), akkor aq, ..., a,-ben a;-t cseréljik ki egy Y-beli levezetésre. Amit
igy kapunk mutatja, hogy > F ¢.

O

Tétel. (Dedukcids tétel) Legyen ¥ formulha halmaz, ¢, ¢ formula. Ekkor a kévetkezék
ekvivalensek:

1. XFo=1,
2. YU{o} F Yy
(Implikacié levezethetd, ha X U {¢} - 1).)
Bizonyitas.
e (1) = (2): (1) és eléz6 allitas (2) (monotonitds) miatt

1. XU{op}F o=
2. LU{ot o
3. MP(1,2): YU {¢} F .

e (2) = (1): legkozelebb.



