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1. Szemantika

1.1. Szemantika az ítéletkalkulusban

Definíció A k : {változók} → {i, h} függvényeketkiértékeléseknek nevezzük. A
kiértékelés tehát minden egyes változóhoz igazságértéketrendel.

Logikai műveletek jelentése. Az egyes logikai műveletek jelentését az alábbi táblázat
foglalja össze.

x y ¬x x ∧ y x ∨ y x ⇒ y x ⇔ y

i i h i i i i

i h h h i h h

h i i h i i h

h h i h h i i

A ⇒ csak úgy lehet hamis, ha előtagja igaz és utótagja hamis. Ebből adódik, hogy
hamis el̋otagból bármi következik.

Definíció Legyenk kiértékelés,ϕ, ψ, θ formula.k � ϕ, azazk-banϕ igaz, ha:

1. k(ϕ) = i, ésϕ ítéletváltozó.

2. k � ψ ésk � θ ésϕ = ψ ∧ θ.

3. k � ψ vagyk � θ ésϕ = ψ ∨ θ.

4. k 2 ψ vagyk � θ ésϕ = ψ ⇒ θ.

5. k � ψ ésk � θ egyszerre teljesül, ésϕ = ψ ⇔ θ.

6. k 2 ψ esetén:ϕ = ¬ψ.

A definíció szerint tehát egy összetett formula jelentése a részformulái jelentése és a
fenti táblázat alapján számítható ki.

Megjegyzés A formulák igazságértéke csak a bennük szereplő változók igazságától
függ.

Definíció Legyenϕ, ψ formula. ϕ ≡ ψ, azazϕ ésψ ekvivalensek, ha ha mindenk
kiértékelésrek � ϕ ésk � ψ egyszerre áll fenn.
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Példa

A B C A ⇒ (B ⇒ C) (A ⇒ B) ⇒ C

i i i i i

i i h h h

i h i i i

i h h i i

h i i i i

h i h i h

h h i i i

h h h i h

A 6. és a 8. sor közti eltérés mutatja, hogy a két kifejezés nemekvivalens egymással:
A⇒ (B ⇒ C) 6≡ (A⇒ B) ⇒ C.

Konvenció

(1) A⇒ B ⇒ C konvenció szerintA⇒ (B ⇒ C)-t jelent.

(2) A műveletek szokásos sorrendje csökkenő precedencia szerint:¬, ∧, ∨, ⇒, ⇔.

1.2. Szemantika els̋orendű logikában

Definíció t egytípus, hat = (I, J,K, ρ, δ), aholI, J ,K páronként diszjunkt halmaz,
ρ : I → N , δ : J → N függvény.
LegyenL egy els̋orendű nyelv. Ennekt = (I, J,K, ρ, δ) a típusa, haL-ben:

I: a relációszimbólumok halmaza, és haR ∈ I, akkorR ρ(R) változós,

J : a függvényszimbólumok halmaza, és haf ∈ J , akkorf δ(f) változós,

K: a konstansszimbólumok halmaza.

A típus tehát az els̋orendű nyelv változtatható részét adja meg.

Definíció Legyent = (I, J,K, ρ, δ) típus. A = 〈A,Ri, fj, Ck〉i∈I,j∈J,k∈K egy t
típusústruktúra, haA egy nemüres (alap)halmaz, és mindeni ∈ I, j ∈ J , k ∈ K-ra
Ri ⊆ Aρ(i) egyρ(i) változós reláció,fj : Aδ(j) → A egy δ(j) változós függvény,
Ck ∈ A konstans.

Példa

(1) Minden gráf egy struktúra.G = 〈V,E,=〉, aV csúcshalmaz az alaphalmaz, azE

élhalmaz egy kétváltozós reláció.I egyelemű,J ,K üresek.

(2) Minden csoport egyben egy struktúra is.

(3) A = {csapatok, játékosok}. R(x, y): x erősebb, minty. Fradi: konstans.J(x): játékos.
C(x): csapat. EkkorA = 〈A, J,C,R,=, F radi〉. J üres.

Definíció Az A struktúramodellje a nyelvnek, haA ésL típusa azonos (L formuláit
mindigL típusú struktúrákban nézzük).
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Definíció k els̋orendűA feletti kiértékelés, hak : {változók} → A.

Definíció LegyenA struktúra,t term, k egyA feletti kiértékelés. Ekkort értéke
A-bank mellett:

tA[k] =







c , hat = c konstans szimbólum,
k(x) , hat = x változó,
f(tA1 [k], tA2 [k], . . . , tAn [k]) , hat = f(t1, t2, . . . , tn).

Definíció Legyenk, k′ kiértékelés,x változó.k
x
≡ k′, azazk x közel vank′-höz, ha

x 6= y ⇒ k(y) = k′(y) (azazx-től eltér̋o változóknak ugyanaz a képe).

Definíció Legyenϕ formula,A struktúra,k kiértékelés.A � ϕ[k] (azazA-banigaz
ϕ ak mellett), ha

(1) (tA1 [k], tA2 [k], . . . , tAn [k]) ∈ RA, haϕ = R(t1, t2, . . . , tn) atomi formula,

(2) tA1 [k] = tA2 [k], haϕ = tn1 = tn2 ,

(3) A 2 ψ[k], haϕ = ¬ψ,

(4) A � ψ[k] ésA � δ[k], haϕ = ψ ∧ δ (ez ugyanúgy az ítéletkalkulus többi∨,⇒, ⇔
műveletére is kell),

(5) létezik olyank′
x
≡ k, hogy haϕ = ∃xψ, akkorA � ψ[k′],

(6) mindenk′
x
≡ k, teljesül hogy haϕ = ∀xψ, akkorA � ψ[k′].

Definíció A � ϕ (azazϕ kiértékelés nélkül igazA-ban), ha mindenk-raA � ϕ[k].

Példa G = 〈V,E〉, V = {1, 2, 3},E = {(1, 2)}. Legyenϕ = ∃yE(x, y). k =
∣

∣

x
1

∣

∣,

l =
∣

∣

x
2

∣

∣ Kérdés:G
?
� ψ. Ez nem igaz, mivelG 2 ϕ[k], deG � ϕ[l].

Példa A gyűrűk esetén:∃x(x2 = −1)? Ez a valós számok körében〈R,+, ·,=〉 2 ϕ,
de komplex számok esetén〈C,+, ·,=〉 � ϕ.

Ebből is látszik, hogy egy formula más-más struktúrában lehet igaz, és lehet hamis
is. Emellett nincs el̋ore kitüntetve, hogy az adott formulát milyen struktúra felett kell
vizsgálni.
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