
2-SAT és véletlen gráfokBankó Tibor2011. január 11.1. 2-SAT P -beliJelöljük az irányíott utat a  szimbólummal!1. De�níió. LegyenG irányított gráf és legyena, b ∈ V (G) súsok. Aztmondjuk, hogy a ∼ b, ha a b és b a.1. Tétel. A ∼ ekvivalenia reláió. Az ekvivalenia osztályok a gráf er®senösszefügg® komponensei.2. De�níió. Legyen ϕ olyan KNF, melyben a diszkjunkiós komponensek
≤ 2 változót tartalmaznak. Ekkor megadható egy gráf(amit Gϕ-vel jelölünk)
ϕ-hez:

◦ a súsok: ϕ változói és ezek negáltjai.
◦ az élek a következ® módon vannak de�niálva:
◮ Ha x ∨ y elemi diszkjunkió ϕ-ben, akkor fel kell venni a ¬x →

y,¬y → x éleket.
◮ Ha ¬x ∨ y elemi diszkjunkió ϕ-ben, akkor fel kell venni az x →

y,¬y → ¬x éleket.
◮ Ha x ∨ ¬y elemi diszkjunkió ϕ-ben, akkor fel kell venni a ¬x →

¬y, y → x éleket.
◮ Ha ¬x∨¬y elemi diszkjunkió ϕ-ben, akkor fel kell venni az x →

¬y, y → ¬x éleket.2. Tétel. Ekvivalensek.(1) ϕ kielégíthet®. 1



(2) Gϕ egyetlen összefügg® komponense sem tartalmaz változót és negáltjátegyszerre.Bizonyítás. (1) ⇒ (2) Legyen k olyan értékelés, hogy k |= ϕ.
◦ ha k |= x, akkor az x-b®l induló utakon szerepl® súsoknak is igaznakkell lennie k-ban, mert különben az elemi diszkjunkióknak megfelel®implikáiók nem lennének igazak ( a KNF miatt minden ilyennekigaznak kell lennie).
◦ ha k 2 x, akkor az el®z® pontban leírtak miatt az x-be bejöv® utakonszerepl® súsoknak is hamisnak kell lennie k-ban.Így (2) már következik, mert változó és negáltja nem veheti fel ugyanazt azértéket, szóval nem lehetnek egy úton.

(2) ⇒ (1)(2) miatt x és ¬x között legfeljebb az egyik irányban van út. Ha egyetlenirányban sins, akkor fel kell venni egy új x → ¬x élet. Így elérhet®, hogyminden x-re pontosan egy irányba legyen út x és ¬x között. Legyen az ígykapott gráf G′

ϕ és legyen
k(x) =

{

igaz ha van ¬x x út,
hamis különben.Megmutatjuk, hogy az így kapott k esetén k |= ϕ.Ehhez indirekt módon tegyük fel, hogy k egy ϕ-beli x ∨ y diszkjunkióskomponenst nem elégít ki. Tehát k 2 x és k 2 y, vagyis x és y is hamis.Ekkor k konstrukiója miatt G′

ϕ-ben léteznie kell x ¬x és y  ¬y utaknakvalamint a x∨ y diszjunkiós komponens miatt ¬x → y,¬y → x élek. Ekkor
¬x x út is létezik, ami ellentmondás.3. Tétel. A 2-SAT P-ben van.Bizonyítás. Az el®z® tétel alapján látható, hogy elegend® Gϕ el®állításavalamint az er®sen összefügg® komponenseinek megkeresése, tesztelése.Mindkett® megy polinom id® alatt.2. Véletlen gráfok3. De�níió. A gráfok nyelvének szokásos jelölését használva megadjuk a TRformulahalmazt. Legyen

TR = {∀x¬E(x, x), ∀x∀y(E(x, y) ⇒ E(y, x))} ∪ {ϕn,m : n, m ∈ N}, ahol2



ϕn,m = ∀x1 . . .∀xn∀y1 . . .∀ym∃z{x1, . . . xn, y1, . . . ym páronként különböz® ∧
∧(∧n

i=1E(xi, z)) ∧ (∧m
i=1¬E(yi, z))}4. Tétel. TR-nek van modellje.Bizonyítás. (I)5. segédtétel. Ha G véges gráf, akkor van véges G' gráf úgy, hogyG feszített része G'-nek és ha X, Y ⊆ V (G), X ∩ Y = ∅, akkor van

z ∈ V (G′), hogy minden a ∈ X, b ∈ Y : E(a, z),¬E(b, z).Bizonyítás. G-nek minden páronként súsdiszjunkt részhalmaz-párjához fel kell venni 1 új súsot, amit a megfelel® módon össze kellkötni a pontjaikkal.Legyen V1 = {∅}, E1 = ∅, G1 = 〈V1, E1〉.Ekkor megadhatjuk gráfok sorozatát, az el®z® segédtétel alapján, oly módon,hogy Gn+1 = G′

n legyen.Végül legyen V ∗ = ∪n∈NVn, E∗ = ∪n∈NEn, G∗ = 〈V ∗, E∗〉.Megmutatjuk, hogy G∗ jó, vagyis G∗ |= TR.Ugyanis tetsz®leges X, Y ⊂ V ∗ véges részhalmazra, ahol X ∩ Y = ∅, akonstrukióból adódóan van olyan n, hogy X, Y ⊆ Vn, így Vn+1-ben vanolyan z, amire:
∀x ∈ XE(x, z) és ∀y ∈ Y ¬E(y, z).Bizonyítás. (II)Legyen V = N ha i, j ∈ N, i 6= j, akkor legyen i∗ = min (i, j), j∗ =

= max (i, j)és legyen (i, j) él, ha j∗ bináris alakjában az i∗ helyen 1 áll(a pozíiókat
0 -tól számozzuk). Látható, hogy ha (i, j) él, akkor (j, i) is él.Például: a (2, 6) él, mert 6 = 110 a kettes számrendszerben, és a 2. helyen
1 áll.
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Az így elkészített G〈V, E〉 gráf modellje TR-nek, mert tetsz®leges X, Y ⊂
⊂ N, X ∩ Y = ∅ esetén legyen Y > X. Ekkor van z, hogy minden X-belielemmel és egyetlen Y -beli sins összekötve. Ilyen z-t például úgy kaphatunk,hogy a bináris alakjában minden X-beli pozíióba 1-t írunk, míg minden Y -beli pozíióba 0-t.4. De�níió. k súsú véletlen gráf:Olyan gráf, melynek k pontja van és a súspárok között egymástól függetlenül
1

2
valószín¶séggel kerülnek behúzásra az élek.6. tétel. Legyen Gk egy k súsú véletlen gráf. Ha n, m rögzített, akkor

limk→∞ P (Gk |= ϕn,m) = 1.Bizonyítás. Az ellentett esemény valószín¶ségét vizsgáljuk meg.
P (Gk 2 ϕn,m) ≤
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)kAz els® egyenl®tlenség abból adódik, hogy így egy olyan gráfot, mely nemmodellje ϕn,m-nek, esetleg többször is leszámlálunk. A harmadik tényez®jeazt fejezi ki, hogy a kiválasztott n és m pontokon kívüli minden pontja"rossz" kell, hogy legyen. A második egyenl®tlenség végén kapott szorzat els®tényez®je k polinomja, a második k-ban konstans, míg a harmadik k-nak egyexponeniális függvénye, egynél kisebb alappal. Így igaz, hogy:

limk→∞P (Gk 2 ϕn,m) = 0.
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